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SOBRE FUNCIONES MEDIDA ADITIVAS EN CONJUNTOS

Titulo original: Uber additive Massfunktionen'in abstrakten Mengen
Von Stefan Banach (Lwéw)
Fundamenta Mathematicae 15(1930), 97-101

En una nota recientemente publicada enconjunto con el Sr. Kuratowski* demostramos la siguiente

generalizacion de un resultado conocido del Sr. Vitali, suponiendo la validez de la hipétesis del continuo
QNO = &12

No existe ninguna medida total aditiva no trivial m(X), que asocia un niimero real a cada
subconjunto X del segmento(0, 1) y tal que toma el valor cero en todos los conjuntos que constan de
un solo elemento.

En este teorema se puede remplazar el segmento (0, 1) por un conjunto arbitrario de cardinalidad
del continuo,. ta-funciénim(X), que por su significado geométrico llamamos una funcién medida, o
también uria‘medida de=X, puede tomar también valores negativos.

En la presente.nota probamos un teorema mas general para conjuntos de cardinalidad arbitraria,
donde suponemosla validez de la asi llamada hipétesis de los dlef, es decir, que se cumple la ecuacion

para niimeros ordinales arbitrarios £. Para formular este teorema, debemos definir la nocién general
de funcién medida.

Decimos que una funcién medida aditiva esta definida en un conjunto E, cuando para cada sub-
conjunto G de E se asocia un nimero |G| de tal suerte que se satisfacen las siguientes condiciones:

1. |G| no es idénticamente cero para toda G.

2S. Banach y C. Ruratowski Sur une généralization du probléme de la mesure Fund. Math. XIV (1929), 127-131.
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2. Se cumple |Gy + Gy| = |G| + |Gy, cundo Gy - G, = 0.
3. Si G consiste en un tnico elemento de E, entonces |G| = 0.

Una funcién medida es “aditiva en la cardinalidad X¢”, cuando para conjuntos G, ajenos entre si,

siempre ocurre
1D Gl =) 1G] (0<n< w)

Una funcién medida es de tipo R¢, cuando es aditiva en cualquier cardinalidad menor que R, pero no
lo es en cardinalidad .

Observacion 1. Cuando una funcién medida es aditiva en la cardinalidad$%¢ > %, entonces
cualquier coleccion de subconjuntos de E ajenos entre si, cada uno de los cuales contiene un subconjunto
de medida distinta de cero, es a los sumo numerable.

Observacion 2. Cuando el conjunto E tiene cardinalidad Ry entonces cualquier funcién medida
definida en E es de tipo a lo sumo R¢. En otro caso, la medida de un subconjunto arbitrario de E seria
igual a la suma de la medida de sus elementos, es decir, igual.a cero.

Ahora enunciamos nuestro teorema:

Cuando se puede definir en un conjunto E una-funcion medida de tipo R, entonces R¢ es un
cardinal inaccesible.!

Para probar el teorema primero supénemos que el conjunto tiene cardinalidad .

Segtin la observacién 2, cada subcenjunto de E cuya cardinalidad sea menor que K¢, tiene medidad
cero. Por consiguiente, E contiene un-subconjunto de cardinalidad R, cuga medida es distinta de cero.
Dado que aqui sélo se trata de cardinalidad, podemos suponer que el conjunto E mismo tiene medida
distinta de cero. Efectuamos una demostracién indirecta, suponemos entonces que R¢ es accesible.
Debemos distinguier dos cdsos, dependidendo de si 8¢ es limite o no.

Sea R¢ un ndmerodimite (accesible). El conjunto E se puede representar como la suma de conjuntos
ajenos entre si {G, } en cantidadr< R, y todos ellos de cardinalidad menor que RX¢. Ya que cada uno de
esos conjuntos se pueden-pensar como la suma de sus elementos y nuestra funcién medidad tiene tipo
R, todos estos conjuntos tienen medida cero, lo mismo que el conjunto E, lo que se opone a nuestra
suposicion.

Ahora supongamos que R¢ no es un nimero limite? (€ > 1). Denotamos con A la clase de las
sucesiones

{oc,,} (0 <n< (1)5_1)

'Llamamaos a un niimero cardinal &, inaccesible, cuando es un niimero limite y no se puede representar como
la suma de conjuntos de cardinalidad < R, y en cantidad < Rq; es decir, el nimero inicial w, es regular y a es un
numero limite.

El menor cardinal inaccesible es Ry. No se sabe si existen otros.

2Para la demostracién del caso & = 1 referimos a la nota citada.
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donde los nimeros ordinales a;,, son menores que w;. Si {a, } y {B,} son dos sucesiones de A, escribi-

{ag} < {By}

cundo para toda 7, ocurre o, < B,. La cardinalidad de A es claramente
Y

Suponemos que el conjnto A esté ordenado en el tipo wg. Apartamos cada elemento {a,, } para el que en
A existe un elemento menor {B, } tal que {a;, } < {B,} y denotamos con E al conjunto de los elementos
restantes de A. Este conjunto E tiene las siguientes propiedades:

1. Tiene cardinalidad Re.

2. Si {a,} esun elemeto de A, entonces el conjunto de aquellos-elementos de E menores que {a, }
tiene cardinalidad menor que .

Con la suposicién de que la cardinalidad de E es menor que X, E se puede representar como un
conjunto bien ordenado de sucesiones {Bg 50 <0 L\ weq. Seaq, = B + 1; por tanto, no existe
sucesién alguna {B, } de E para la cual {a, } < {B}}, en oposicién a la definicién del conjunto E.

Si ademés, {B,} < {ay}y {By} C E, enton€eés {B,} aparece antes que {a, } en A. El conjunto
de aquellos elementos, que aparecen antes ques{c, } en A tiene cardinalidad menor que R¢.

Sea a < wq. Denotamos con E al\eonjunto de aquellas sucesiones {B,} de E para los cuales

B, = a.
Es claro que
E- Y E.
O<a<wy

Ya que por (1) los conjuntos E yE tienen la misma cardinalidad, podemos definir en E una funcién
medida de tipo X¢ quecumple con |E| # 0. El conjunto de todos los a posee la cardinalidad ;. Por
consiguiente, por la ebservacién 1 existe un ordinal a;, < w; tal que para cada n

1. |[E}| = @ para a oy,
2. |G| = 0 para.ada subconjunto G de un E|, (a > ay).

>, X Ee

0<n<we_1 azay

Hacemos

Dado que los subconjuntos de E|. tienen medida 0 y la suma arriba consiste en conjuntos de cardinalidad
Re_y, se sigue gqe |[E'| =0
El conjunto E —E contiene sélo aquellas sucesiones de E que son menores qe {a, }. La cantidad de

estas sucesiones es, segiin la segunda propiedad del cnjunto E, a lo sumo R¢_4. Por tanto, |E — EII =0,
asi

E|=[E|+[E-E|=0

XXII Medidas aditivas
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contrario a la hipétesis.

Con ello, concluye la demostracion de nuestro teorema para el caso en el que el conjunto E tenga
cardinalidad R¢. Para derivar la prueba para el caso general, observemos que de las hipétesis del teorema
se sigue facilmente la existencia de una clase de subconjuntos E,, (0 < 1 < wg) ajenos entre si para los

que
| DL El#E Y LB

0<n<wg O<n<wg

Por la observacién 1 disponemos de, a lo sumo, una cantidad numerable de conjuntos E, de medida
distinta de cero. Denotamos a los restantes con Gn.

Es claro que
|Gy =0

IZGnI i Z[Gnl = 0.

Denotamos con W al conjunto de niimeros ordinales menores que wgoEffeste conjunto, cuya cardina-
lidad es R¢, definimos una funcién medida de tipo k¢ de la siguiente manera:
Si M es un subconjunto de W, hacemos

M| =) Gyl

donde la suma se efectia sobre los nimeros ordinalesde'N. En virtud de la pentltima relacion, |W| # 0,
por lo que de nuestros resultados previos se deduce que R, es un cardinal inaccesible, 1q.q.q.d
Por este teorema se demuestra facilmentej.con ayuda de la observacion 2, el siguiente corolario:
Sea R el menor cardinal inaccesible mayor que RXo. Si E es un conjunto de cardinalidad menor
que R y en E estd definida una funcién.medida, entonces esta funcién medida es de tipo Ry, es decir

no siempre se cumple
[ Z Enl = Z [Ea[
n=| n=1

para conjuntos E,, ajenosentre si.
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