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XVII

IDEALES EN CAMPOS COMPLETOS DE CONJUNTOS [[.

Titulo original: Ideale in vollstindigen Mengenkorpern I1.
Von Alfred Tarski
Fundamenta Mathematicae (1939), 45-63:33(1945), 51-65.

§4. Ideales pisaturados?
La nocién de ideal p-saturado representétha generalizacion del concepto de ideal primo.
Definicién 4.1. Un ideal I en un«tierpo K se llama p-saturado, en simbolos I € S,(K), cuando
todo sistema S C K — 1, tal que lafinterseccion X - Y de cualesquier conjuntos distintos X, Y € S
siempre pertenece a 1, tiene cardinalidad < p.

Aqui daremos algunos teprémas sobre ideales p-saturados, sin demostrarlos formalmente.

Corolario 4.2. Para cadetuerpo K se cumple So(K) = 0, $1(K) = {K}y $»(K) = P(K)+{K}
sip > 2, entonces P(K) C S,(K) C T(K);si p > |K]|, entonces S,(K) = T(K).

[Por 3.1, 4.1].

Teorema 4.3. Si K es un cuerpo completo, | Y (K)| = t > R,y p > 2, entonces |S,(K)| = 2%

[Por 2.29, 3.19, 4.2].

Teorema 4.4. Si K es un cuerpo arbitrario y p < g, entonces S,(K) C §,(K).

[Por 4.1].

2La primera parte de este trabajo, §§1-3, aparecié en Fund. Math. 32(1938), pags. 45-63; ahi se encuentran en
particular los teoremas abajo citados, cuya enumeracién comience con 1, 2 o 3 (por ejemplo 3.1 0 2.29).
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Teorema 4.5. Sea p = R 0 Ry < p* < p. Para cada cuerpo K y todo ideal I € §,(K) existe un
nimero q < p tal que I € §,(K).

La demostracion para p = Ry es sencilla, no asi para p* < p, que es realmente complicada; tenemos
la intenci6n de publicarla posteriormente.

Observacién 4.6. La afirmacién del teorema 4.5 se puede presentar de la siguiente forma (equiva-
lente para cada p , aunque parezca un caso particular):

Si K es un cuerpo arbitrario y |S| < p para cada sistema S C K de conjuntos ajenos entre si,
entonces existe un niimero q < p, tal que |S| < q para todo sistema S C K de conjuntos ajenos entre
si.

El teorema 4.5 no se puede extender a ningtin nimero p de la forma p = q*. El problema de si este
teorema se cumple para nimeros limite regulares, es decir para los asi llamados cardinales inaccesibles

en sentido amplio p > Ry, permanece abierto (de hecho, no se sabe si en realidad existen tales nimeros).
1

Teorema 4.7. Sean K un cuerpo arbitrario e I C K un ideal,_Para que I € §,(K), es necesario
que 1 satisfaga la siguiente condicion:

(i) cada sistema S C K — I de conjuntos ajenos entre sifiene cardinalidad < p .

Sip <Rpol € H(K)olI € An(K) para algun m > gsentonces esta condicion también es suficiente.

La demostracién no es dificil. La primera parte det teorema se obtiene inmediatamente de 2.5 y 4.1.
Para fundamentar la segunda parte, se procede einforma indirecta, haciendo uso del teorema de buen
orden y de los teoremas 2.5 y 2.11.

Observacién 4.8. Un ideal I que sagisface la condicién (i) de 4.7, no es necesariamente p-saturado.
Por ejemplo, sea K un cuerpo complety’cout

=t2> = C =t
DK =t T=EXC) (KylX| <t p=t5
con seguridad se satisface la condicién (i), no obstante se puede mostrar que I no es p-saturado.

Corolario 4.9. Para cada cuerpo completo K las siguientes condiciones son equivalentes: (i)
I e FK) - Sp(K); (i) I € FUK) y | Y 2(K) = Y (I)| < p; (iii) existe un conjunto ¥ C Y (K), para el
que |Y| <pel=Ex[X CY.(K)— Y] En particular, | Y (K)| = t < p, asi que F((K) C S,(K).

[Por 2.9, 4.7].

Teorema 4.10.5i K es un cuerpo completo y | Y (K)| = t > R, entonces |F(K) - Sp(K)| = t°
parap < te =2 parap >t

Véase mi trabajo en Fund. Math. 30(1938), pags. 68 y siguientes, en particular p. 70, teorema 3.
2Esto se obtiene facilmente de un teorema de Sierpiriski sobre la descomposicién de un conjunto en subconjuntos
casi ajenos; véase W. Sierpinski, Fund. Math. 28(1937), pags. 115 y siguientes.

MEXICO



Universidad Autonoma Metropolitana Iztapalapa
Grandes Cardinales 131

[Por 1.16, 2.20, 4.9]

Teorema 4.11. Si K es un cuerpo completo y | Y (K)| = t < Ry, entonces |S,(K)| = |FC(K) -
Sp(K)| = [An(K) - Sp(K)[ = Y xop () parap < te = 2'parap > t(m arbitrario).

[Por 1.16, 2.13, 2.20, 4.9].

El siguiente teorema es un complemento a 3.14:
Teorema 4.12. Si K es un cuerpo completo,
I € An(K) - Sp(K) — FH(K)
yp<Ryom > 2% entonces existe un ideal JtalqueI CJy

J € An(K) - P(K) - FKD.

Para la demostracion se puede suponer, tomand@#&n cuenta 2.12 y 4.5, que m > Ry y p # Ry;

entonces se tiene m > 27 para p < Ry y no es ncesario considerar particularmente el caso p < 8. Si
m no es un niimero limite, la demostracién se bagé en el lema 11 del trabajo Uberdeckungssitze..., pag.
147 y es en gran medida andloga a la de 3.9¢Eltaso de un nimero limite singular (m* < m) se reduce
al caso previo mediante 2.16; si m es un némero limite regular o = Ry, se puede repetir toda la prueba
de los lemas 10 y 12 del trabajo citadoypégs 142 y siguientes, con modificaciones minimas.

Observacién 4.13. Con la Jipotesis: p < Ry (pero no m > 23) se puede extender 4.12 a cuerpos
arbitrarios; se debe suponer gue [ K.

Los teoremas 3.14 y*412 siguen siendo vélidos cuando en ellos se remplaza ¥C(K) por A,(K)
(donde n es un ndmero cardifal dado).

Basandonos en 4.12 podemos mejorar 3.9 de la siguiente forma:

Teorema 4.14. Si K es un cuerpo completo, p < Rgom > 2! y el nimero | Y (K)| = tes
accesible débilmente por n < m, entonces Ay (K) - Sp(K) = F(K) - S,(K).

[Por 2.12, 3.9, 4.12].

En esencia 4.14 parafrasea el lema 12 de Uberdeckungssitze..., pag. 149.

Teorema 4.15. Si K es un cuerpo completo, m > p y el nimero | Y.(K)| = t es accesible
fuertemente por un niimero n < m, entonces Ay (K) - S,(K) = H(K) - S, (K).

Considerando 2.12 y 4.4, al demostar este teorema se puede restringir al caso: t > m = p > Ry. Si
m = p no es un numero limite, se infiere en forma analoga a la demostracion de 3.9, con la diferencia
de que en lugar de aplicar el segundo teorema de cubierta, se emplea la primera parte del corolario 1
del mismo trabajo (Uberdeckungssitze..., pag. 150). Sim = p es un niimero limite, con ayuda de 1.18 y
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1.20 se muestra que éste es un nimero limiute singular (es decir, p* < p); en vista de 2.14 y 4.5 se reduce
este caso al previo considerado.

Teorema 4.16. Si se satisfacen las hipétesis de 4.14 0 4.15 y t > X, entonces | A (K)-S,(K)| = ¢
parap < te =2 parap >t

[Por 4.10, 4.14, 4.15].

Observacién 4.17. Aparte de los casos considerados en 4.14-4.16 ( y un poco 4.11), la cardinalidad
del sistema A, (K) - S, (K) y la naturaleza de los ideales asociados a este sistema son desconocidas; por
ejemplo, no se sabe si las hipétesis sobre la accesibilidad del nimero t en 4.14-4.16 es esencial, o si en
4.15 se puede remplazar la palabra “fuertemente” por “débilmente”, etc.

Observacion 4.18. Como ilustracién queremos aplicar los resultados hasta ahora logrados al cuerpo
K de todos los conjuntos de nimeros reales (o, en general, a un cuerpg. completo arbitrario K con
| Y(K)| = ¢ = 2%). Los sistemas 9 (K), A,(K), param < 8%y, P(KyyS,(K) para p > 2 son en este
caso de cardinalidad 2% (2.28, 2.29, 3.19, 4.3); el sistema ¥C(K) tieg@ cardinalidad 2° (2.20). Fl sistema
FU(K)-P(K) coincide con A, (K)-P(K) param > Ry y tiene cagdinalidad ¢ (3.7, 3.9); en forma analoga
coinciden F(K) - S, (K) con Ay, (K)- S, (K) param > R 2p*> 2 y tienen igualmente la cardinalidad
¢ (4.10, 4.14). En general, el sistema FC(K) - S,(K) tiene gardinalidad ¢ para p < ¢ (4.10); en virtud de
la hipétesis adicional, que ¢ es accesible fuertemete pgr¥ARy, este sistema coincide con A, (K) - Sp(K)
param > p > Ry (4.15). En cambio, no estamos en posibilidad de determinar la cardinalidad de A, (K)
para 8 < m < ¢ (si es que existe alguno de taleg'nimeros m); tampoco se ha investigado hasta ahora
la cardinalidad de A, (K) - S,,(K) para Ry << < p < 2%

§5. Aplicaciptiés a-problema abstracto de medida.

Definicion 5.1. Si K es un cuerpo arbitrario, se denota una funcién f como funcién medida
(finito aditiva) en K, si satisface las sguientes condiciones:

(i) El dominio de f es idéntico a K, el contradominio consisten en los reales no negativos;
(ii) Si, Y e Ky X VY =0, entonces f(X + V) = f(X) + f(V);
(iii) Existe un conjunto X € K con f(X) # 0;
(iv) Si X € At(K), entonces f(X) = 0.

El problema abstracto de medida (en su versién mas general en teoria de conjuntos) concierne a la
existencia de funciones que satisfagan las condiciones dadas.>

"Respecto a esta hipétesis véase W. Sierpiriski, Hypothése du continu. Monogr. Mat. 4. Warzawa-Lwéw 1934, pags.
152 y siguientes.

2Véase, por ejemplo, Uberdeckungsstze..., pags. 152 y siguientes, donde también se encuentre bibliografia adi-
cional.
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Mediante los siguientes teoremas se ilustra la estrecha relacién que subsiste entre las funciones
medida y cierto tipo de ideales.

Teorema 5.2. Sean K un cuerpo arbitrario, f una funcion medida en K e I = Ex[f(X) = 0].
Entonces se cumple:

(i) 1e 9K, I+ KyAt(K) CcL

(ii) Si Y .(K) € K o, en particular, cuando K es completo, entonces I € Sy, (K).

Demostracion. (i) Se obtiene facilmente de 2.4 y 5.1. Para probar (ii) suponemos que Y (K) € K
y que I ¢ Sy, (K). De acuerdo con 4.1 existe un sistema no numerable S ¢ K — I, talque X - Y € 1
para conjuntos X, Y € S cualesquiera. De esto se concluye en forma sabida que existe un nimero real
€ > 0 y una sucesion infinita de conjuntos Xy, ..., Xy, ... € Stales que f(X,) > € para cada natural
n. Hacemos: Yy = Xy y Yy = X —(Xy+-- -+ X,,_1) paran > 2. Por 2.1 ocurre Yy, ..., ¥y, ... € K.
Ademads, se cumple:

Xp = Vot (Xi-Xn 4ot Xnot Xn) Y Yool Xn + -+ Xnt - Xp) =0

para n > 2, de donde se sigue, por 5.1(ii), f(X,) = ff¥n) + f(Xy - X + -+ - + X4 - Xp). Ahora, los
conjuntos Xy - Xy, ..., Xn_1 - Xp pertenecen a I; por 2.5, también X - X, + - - - + X,,_1 - X, pertenece
al asi que f(Xy - Xp + -+ + Xn_1 - Xn) = 0sPor consiguiente, ocurre f(X,) = f(V,) > € para cada
n; ya que los conjuntos Yj, ..., ¥,, ... sontjenos entre si, de 5.1(ii) se deduce que f(V; + -+ + ¥,) =
f(Y1) + - + f(Yn) > n - . Con agudade 5.1(i), (i) de esto se logra: f(3(K)) > n - € como esto se
cumple para cada natural n, f( (K}, Ho puede ser un ndmero real (finito), en contradiccién con 5.1(i).
Esto se opone a nuestra hipétesis gxqueda demostrado (ii).

Lema 5.3. Si K es unaciferpearbitrarioy I € Sy, (K), entonces existe un sistema finito S ¢ K —1
de conjuntos ajenos entre si g@esatisface la siguiente condicién: a todo conjunto X € K le corresponde
exactamente un sistema ¥ C Stal que X =Y (¥) e Iy Y (V) - X e L

Demostracion. Sea p el menor nimero para el que I € S,(K); de 4.2 y 4.5 se obtiene que 1 <
p < Ry. Segtin 4.7 existe un sistema S C K — I que consiste en p — 1 conjuntos ajenos entre si; pero
no existe tal sistema de cardinalidad > p — 1. Considere un conjunto arbitrario X € K y hacemos

Y=I§[ZeSyZ—XeI]. (1)
Como se muestra con facilidada, ocurre
X-Y(S)el (2)

de lo contrario, tendriamos Sy = S + {X — Y (S) } un sistema C K — I de conjuntos ajenos entre si de
cardinalidad |S| > p — 1. En forma anéaloga se concluye de (1):

X-Zel paracada ZeS-V. (3)
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Ya que S es finito y

X=Y(9)cX=- I8+ ) X-2),
ZeS-Y
entonces de (1) y (2) con ayuda de 2.4 y 2.5 deducimos: X — Y (¥) € I. De (1) y 2.5 se obtiene ademas
que Y(¥) - X el
Ahora sea ¥ otro subsistema de Sy para el que X — Y (¥;) € Ty Y (¥y) — X € L. Entonces es

claro que
S - (Ym-X)+xX-Yw)er

por consiguiente Y (YY) — Y(¥4) € Iy andlogamente Y (¥;) — Y (¥Y) € 1. Puesto que el sistema
Y + ¥y € K -1 consiste en conjuntos ajenos entre si, con esto logramos sin dificultad ¥ C ¥y C Y, es
decir, ¥ = Y.

Por tanto, a cada conjunto X € K le corresponde exactamente un sistema ¥ C S, para el que
X =Y(9),Y(Y) — X € I; el sistema S tiene entonces las propiedades requeridas.

Teorema 5.4. Con las hipdtesis de 5.2, para que la funcién fstome solo una cantidad finita
de valores distintos, respectivamente sélo dos distintos, es neces@io y suficiente que I € Sy, (K),
respectivamente I € P(K).

Demostracion. Supongamos adicionalmente que f 8610 toma una cantidad finita de valores distin-
tos. Sea a el menor y b el mayor nimero x # 0 pardel’que existe un conjunto X € K con f(X) = x.
Ahora, si Xj, X, ..., X, es una sucesion arbitraria®e caonjuntos ajenos entre si del sistema K — I, por
5.1(ii) ocurre claramente

b>f(Xi+- e +cKn) = fXa)+ -+ f(Xn) 2 n-a,

donde n > b/a. De esto se obtiene faciliénte que no existe un sistema infinito de conjuntos ajenos
entre si; por 4.7 ocurre entonces I € SEHK).

Si, reciprocamente, I € Sy, (K), existe un sistema finito S C K que satisface la conclusién de 5.3:
a cada conjunto X € K corresponde un sistema ¥ C S parael que X — Y (V) e Iy Y (V) - X € L
En consonancia con 5.1(ii) de desprende de esto que:

FIX) = FIX-D )+ FIX =) (W) = F(X-) (%)

F(m) = (x-w) +f (w-x) = £ (x- W),

de donde f(X) = f(}.(¥)). El contradominio de f es entonces finito: consiste en los nimeros (3 }(¥)),
donde ¥ C S.

En el caso en que f sélo tome dos valores, respectivamente I es un ideal primo, el raonamiento es
andlogo, pero mas sencillo (en lugar de 5.3, uno se apoya directamente en la definiciéon 3.1). Con esto
concluye la demostracién.
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El teorema 5.4 permite un reciproco en cierto sentido:

Teorema 5.5. Sea K un cuerpo arbitrario. Sil € Sy, (K), I + Ky At(K) C 1, existe una funcién
medida f en K para la que 1 = Ex[f(X) = 0]. En particular, I € P(K) y At(K) C 1, asi que la
funcién medida f se puede determinar mediante las formulas:

f(X)=0 paraXel, f(X)=1 paraXeK-1L

Demostracion. Sea S un sistema que satisface la afirmacion de 5.3. Arbitrariamente asociamos a
cada conjunto Z € S un nimero f(Z) > 0y ponemos: f(X) = Y,y f(Z) para X € K — S, donde ¥
es aquel subsistema de S para el que X —Y(¥), Y (¥) — X € I(cuando, en particular, X € I, entonces,
como se corrobora con facilidad, ¥ = 0, por lo que f(X) = 0). Sin dificultad se muestra, en base a 5.1,
que la funcion asi determinada f es una funcién medida en K y que I = Ex[f(X) = 0], Lq.q.d.

Observacion 5.6. Si se analizan las demostraciones dg¢ 5.4 y 5.3 con mas detalle, se observa que
ambos teoremas se pueden formular con mas precision@A saber, si f es una funciéon medida en K y p
el menor nimero cardinal < R para el que I = Exff{X) = 0] € S,(K), entonces el rango de f tiene
cardinalidad > p y < or-1. y de hecho, para cadgtmero m, p < m < -1 ge puede dar una funcién
medida f que toma exactamente m valores distintos.

El problema de si en 5.5 se puede sustittiir %) por Xy estd abierto adn.

Teorema 5.7. Para cada cuerpg K las siguientes condiciones son equivalentes: (i) existe una
funcién medida en K; (ii) existe @ttva funcién medida en K que sélo toma dos valores distintos; (iii)
existe un sisema indfinito S &K de conjuntos ajenos entre si y un conjunto X € K para los que
Y (S) € X. Todas estas copdicigifes se satisfacen, cuando K es infinito y Y (K) pertenece a K.

[Por 3.15, 5.2(i), 5.5].

Observacién 5.8. En 5.1 se puede sustituir la condicion (iv) por la siguiente condicién:
(iv') si X, Y € At(K), entonces f(X) = f(Y).

La condicién (iv) y la (iv’) son equivalentes, cuando K contiene una cantidad infinita de dtomos.
No obstante, (iv') es, en general, mas débil que (iv); como se muestra facilmente, en cada cuerpo finito
existen funciones que satisfacen las condiciones (i)-(iii) y (iv’), mientras que, por 5.17, s6lo pueden existir
funciones medida en el sentido original en cuerpos infinitos.

De 5.7 se deduce, en particular, la existencia de una funcién medida en cada cuerpo completo
infinito. Pero se puede ir mas alla, a saber, determinar la cantidad de funciones medida:

Teorema 5.9. Si K es un cuerpo completo y | Y (K)| = t > Ry, entonces tanto el sistema S de
las funciones de medida en K como el sistema Sy de aquellas funciones de medida que sélo toman
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. . . t
dos valores, tienen cardinalidad® 2%

Demostracion. Como consecuencia del teorema 3.6 en cada cuerpo completo K coincide el sistema
de ideales primos que contienen los atomos de K con P(K) — F(K). De acuerdo con 5.5 se puede
asociar univocamente a cada ideal I € P(K) — ¥C(K) una funcion f € Jf; C S, de donde |P(K) —
FO(K)| < |I4| < |SL|. Por 3.7 y3.19 |P(K) — FUK)| = 2% —t = 2% asi que ademés 2% < | My| <
| JL|. Segin los teoremas generales de la teoria de conjuntos, por otro lado, el sistema de funciones cuyo
dominio es K y contradominio el conjunto de los ntimeros reales tiene cardinalidad ¢ = 282" = 22
De esto se sigue que | JE| < 2% y finalmente | J%| = [ 04| = 2% Lq.q.d.

Observacion 5.10. Una funcién medida f en un cuerpo K es absoluta (o numerablemente) aditiva
si junto con las condiciones (i)-(iv) de 5.1 también satisface la siguiente condicién (una mejora de 5.1(ii)):

(i) si X1, Xy, ..., Xn,...esunasucesion infinita de conjuntos ajenos entre si del cuerpo K, entonces
Xy 4+ +X,---€ Kyf(X1 +ee+ Xp ) =f(X1) ook f(Xp) + e

Con las hipétesis de 5.2 la condicién: I € Ay, (K) es claramefife necesaria para que la funcién
medida f sea absoluta aditiva. Cuando el cuerpo K es R;-aditivgy}y’f sélo toma una cantidad finita de
valores, con agyuda de 5.3 se puede mostrar que esta condicignMambién es suficiente; esto nos permite
extender el teorema 5.5 a funciones medida absoluto aditivaS. En cambio el problema mencionada al
final de 5.6 se resuelve en forma negativa para funciones medida absoluto aditivas: se puede dar un
cuerpo K (R;-aditivo) y un ideal I € Ay, (K) - Sy, () tales que no existe ninguna funcién medida f
absoluto aditiva en K para la que I C Ex[f(X) = QP(esto se cumple, por ejemplo, para el cuerpo de los
conjuntos de Borel de un espacio euclideano y‘para el ideal I de los conjuntos de Borel de la primera
categorfa).?

El teorema 5.7 se puede completar d&la siguiente forma:

Para que exista una funcién medida (finita) no absoluto aditiva en un cuerpo dado K es nece-
sario y suficiente que exista una sucesigngnfinita de conjuntos no vacios ajenos entre st Xy, Xo, . .., Xp, .
K yun conjunto Y € K tal que Xy +%-- + X, +--- C Y.

En cambio, no se ha producido un criterio general para asegurar la existencia de funciones medida
absoluto aditivas. No obstante, se dispone de ciertos teoremas sobre la no existencia de tales funciones

en cuerpos de conjuntos completos; estos teoremas se pueden derivar facilmente de® 4.14 (m = 8y,
p= &0) Y 4.15 (m = Ni)

§6. Aplicaciones a la topologia.

Para concluir queremos indicar algunas aplicaciones topolégicas de los resultados de §§ 2 y 3.
Para ello requerimos la noci6én de isomorfia de dos cuerpos de conjuntos.

'Para t = ¢ este teorema lo demostraron (con restricciones en el sistema Jf) G. Fichtenholz y L. Kantorowitch en
Stud. Math. 5(1934), pags. 83 y siguientes.

2Esto se deduce de las investigaciones de E. Szpilrajn en Fund. Math. 21(1933), pags. 226 y siguientes, y Fund. Math.
22(1934), pags. 304 y siguientes.

3Véase pag. 132 nota de pie de pagina 2.
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Definicion 6.1. Se dice que la funcién F es un isomorfismo entre los cuerpos Ky y Ko, cuado el
dominio de F es Ky, el rango es Ky y las formulas: X C Y y F(X) C F(Y) son equivalentes para
X, Y € Ky arbitrario. Si existe una funcion F con esta propiedad, los cuerpos Ky y Ky se dicen
isomorfos.

Corolario 6.2. Cada funcién F que sea un isomorfismo entre los cuerpos K1 y Ky es biunivoca;
si Ky y Ky son isomorfos, entonces |K1| = |Ky||.

[Por 6.1].

Corolario 6.3. Todo cuerpo K es isomorfo a si mismo; si K4 es isomorfo a Ky, también K, lo es
a Ky; si Ky y Ky son isomorfos a K3z, entonces son isomorfos entre si.

[Por 6.1, 6.2].

Teorema 6.4. Sea K1 un cuerpo arbitrario y Ko uno completo. Para que K1 y Ky sean isomorfos,
es necesario Y sttficiente que satisfagen las siguientes condjciones:

(i) para cada conjunto no vacio X € K, existe un@ohjunto Y € At(K,), para el que ¥ C X;

(ii) para cada sistema S C K existe un mengr conjunto X € Ky para el que S C Ey[Y C X];

(iii) [At(Kq)| = [ 35(Kz)|

Fl teorema es conocido y su demgsgracion sencilla.!

Observacién 6.5. Un cuerpeique satisface la condicién 6.4(i) se llama atémico; un cuerpo que
satisface 6.4(ii) se puede nombrdr absoluto aditivo (en el sentido amplio).

Corolario 6.6. Para que@0s cuerpos completos K1 y Ky sean isomorfos es necesario y suficiente
que | 3 (Ky)| = [3(Ky)l.
[Por 2.3, 6.4].

En lo sucesivo tendremos que tratar con ciertas nociones topolégicas.? Llamamos a un conjunto R
un espacio topoldgico, cuando a cada punto x € R le podemos asociar un sistema U, de conjuntos X C
R, llamados vecindades del punto x, de tal suerte que que se satisfagan los cuatro axiomas de Hausdorff.
Con ayuda del concepto de vecindad se definen en forma cocnocida otras nociones topoldgicas. En
particular, denotamos con X la cerradura de un conjunto X C R, con Is(X) el conjunto de puntos
aislados de X, con F(R), respectivamente G(R), el sistema de conjuntos cerrados, respectivamente
abiertos X C R. También la nocién de homeomorfismo entre dos espacios se supone conocida.

Nos interesaran espacios topoldgicos que satisfacen una o mas de las siguientes condiciones:

Véase mi trabajo en Fund. Math. 24(1935), pag. 197 y siguiente.

2Para lo siguiente véase F. Hausorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, pag. 209 y siguientes. Todos los
teoremas dados abajo se cumplen, por cierto, también para aquellos espacios en los que se cumplen los axiomas I-I1I
de C. Ruratowski, Topologie I, Monogr. Mat. 8, Warszawa-Lwow 1933, pag. 15.
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B,. Para cada sistema S C G(R) con Y (S) = R existe un subsistema finito Sy tal que }(S1) = R.

By. Para cualesquier conjuntos ajenos X, ¥ € F(R) existe un conjunto Z € G(R) para el que X C Z
yv-Z=0.

B,. Para cualesquier conjuntos ajenos X, Y € F(R) existe un conjunto Z € F(R) - G(R) para el que
XcZyY-Z=0.

Bs. Si X € G(R), también X € G(R).

B%. Para cada sistema S C F(R) - G(R) existe el menor conjunto X € F(R) - G(R) para el que
Y(S) c X.

B,. Is(R) = R (con otras palabras el conjunto Is(R) es denso en el espacio R).

Un espacio topoldgico que satisface la condicién B4, respectivamente By, respectivamente By, se
llama bicompacto, respectivamente normal, respectivamente 0-dimensional.

Lema 6.7. Todo espacio topoldgico R que satisface las condiioned By y Bz, también cumple con
5 Y B y viceversa.

Demostracion. Supongamos que R satisface B, y B5Si X, Y € F(R) y X - Y = 0, por B, existe
un conjunto Z € G(R) paraelque X C Zy Y -Z = Qi8fotin B se tiene: Z € F(R)-G(R), X C Zy
V. Z = 0 yse satisface Bj. Si ademas S C F(R) - GIR), hacemos X = Y_(S) y se muestra facilmente
con ayuda de B3, que X es el menor conjunto dehsistema F(R) - G(R) para el que ocurre Y (S) C X;
con ello logramos B7.

Ahora supongamos que R satisface 85y B7%. De B, se obtiene inmediatamente B,. Para derivar
B3 consideremos un conjunto arbitrarig3X € G(R);sea S = F(R) - G(R) - Ey[Y C X]. Por 9B existe
el menor X; € F(R) - G(R), para gkque }AS) C Xj. Supongamos que X ¢ X;. Entonces existe un
elemento x € X — X;. Claramente se gample X — X; € G(R), por consiguiente R — (X — X;) € F(R)
y también {x} € F(R); los conjuntos {x} y R — (X — Xj) son ajenos. Por B}, existe un conjunto
Z € F(R)-G(R),praelque {x} C Zy[R - (X — X4)]- Z = 0. Deesto se logra: Z + 0, Z C X
yZ-Xy =0,dedonde Z € Sy Z Q X1; pero esto es imposible ya que X; contiene los conjuntos
del sistema S. Hemos encontrado una contradiccién a nuestra hipétesis y se cumple X C Xj; de esto
se obtiene X C X; = Xj (ya que Xj es cerrado). En forma analoga se puede lograr la inclusién
inversa X; C X (si esto no se cumpliese, se podria construir un conjunto no vacio abierto y cerrado
Z C X-Xy C Xy — Z; lo cual es imposible, pues X; es el menor abierto y cerrado para el que
Y2(S) C Z). Las contenciones X C X; y X;X dan paso de inmediato a X = Xy; asi X € G(R). El
espacio R satisface entonces la condicion B3, y concluye la demostracién.

La posibilidad de aplicar la teoria de cuerpos de conjuntos a la topologia se origina en los trabajos
de Stone! Establecemos aqui los resultados reqeridos de Stone (estan ligados al hecho elemental de que

'Véase M. H. Stone, Proc. Nat. Ac. Sc. 20(1934), pag. 198, Teorema IV(1)-IV(2). Stone no menciona espacios
0-dimenscionales en el sentido de B, sino de espacios totalmente disconexos; véase A. Mostowski, Fund. Math.
29(1937), pag. 45, corolario 3c. En un trabajo nuevo de Stone, Trans. Am. Math. Soc. 41(1937), pag. 375 y siguientes
se encuentra una formulacién mas general del los resultados en cuestion.
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en cada espacio topoldgico el sistema de conjuntos cerrados-abiertos conforman un cuerpo).

Teorema 6.8. Sea K un cuerpo arbitrario que contiene a Y (K) como elemento. Hacemos:
F(X) = E[I € P(K)yX ¢ I] para cada X € K y designamos como una vecindad de un ideal
I € P(K) cada conjunto U = F(X), donde X € K —1 Con esta convencion, el conjunto R = P(K)
se convierte en un espacio topoldgico 0-dimensional bicompacto; mediante la funcion F se establece
un isomorfismo entre K y el cuerpo F(R) - G(R).

Teorema 6.9. Si las hipdtesis de 6.8 se satisfacen y hacemos G(I) = Y, F(X) para cada
I € 9(K), entonces mediante la funcién G se aplica el sistema 9 (K) sobre el sistema G(R) en forma
univoca.

Teorema 6.10. Dos espacios topolégicos 0-dimensionales bicompactos Ry y Ry son homeomorfos
si y solo si los cuerpos F(Ry) - G(Ry) y F(Ry) - G(Ry) son isomorfos.

Ahora pretendemos establecer algunas propiedades de aquellos espacios topoldgicos, que por 6.8
estan asociados a cuerpos completos. Lo primero que resalta gg¥jue para estos espacios las condiciones
antes mencionadas 281-8, son caracteristicas (véase 6.12).

Lema 6.11. Para cada espacio topoldgico 0-dimpetisional se cumple:
(i) At(E(R) - G(R)) = Ej[x € Is(R)];

(ii) El cuerpo F(R) - G(R) es isomorfo alk&eérpo completo K si y sélo si R satisface las condiciones
B3 (respectivamente B%) y B, y dénde |Is(R)| = | Y (K)|.

Demostracion. Considerand®’2.2 se cumple, primero, para un espacio R totalmente general:
(1) Epjlx € Is(R)] ¢ AHF(R)IGG(R)).
Si R es 0-dimensional, se cumaple ademas:

(2) en cada conjunto no vacio X € G(R) esta contenido en un conjunto Z € F(R) - G(R); cuando X
consiste en mas de un punto, entonces Z # X.

Si X, consiste en un sélo punto, entonces X € F(R) - G(R) y hacemos simplemente Z = X. Pero
si X contiene dos puntos distintos, digamos x, y, entonces {x } y R — X + {y } son conjuntos cerrados
ajenos; por B}, existe un conjunto Z € F(R) - G(R), parael que {x} C Zy(R - X + {y})-Z = 0,
por consiguiente Z +# 0, Z C Xy Z + X.

De (1) y (2) se logra de inmediato con ayuda de 2.2 la primera parte de la afirmacién. Para obtener
la segunda parte, empleamos 6.4 con el cuerpo Ky = F(R) - G(R) y Ky = K. Teniendo en cuenta (2) y
la primera parte de la afirmacion transformamos 6.4(i) en B, y 6.4(iii) en la formula: |Is(R)| = | Y (K)|;
6.4(ii) coincide con la condicién B que, para espacios 0-dimensionales es equivalente a B3 (véase 6.7).
Con esto queda demostrado el teorema.

Teorema 6.12. 5i K es un cuerpo completo y se satisfacen las hipdtesis de 6.8, entonces el espacio
R satisface las condiciones By — B, y ocurre |Is(R)| = | Y. (K)|.
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[Por 6.7, 6.8, 6.11],

Corolario' 6.13. Para cada niimero cardnal t existe un espacio topélogico R, que satisface las
condiciones B1-B, y para el que se cumple |Is(R)| = t.

[Por 6.12].

En particular, si hacemos t = ) en este corolario, se logra un ejemplo de un espacio topoldgico
separable normal no metrizable.

Teorema 6.14. Dos espacios topdlogicos Ry y Ry que satisfagan las condiciones B4 — B, son
homeomorfos si y sélo si |Is(Ry)| = |Is(Ry)|.

Demostracion. Sean Ky y Ky dos cuerpos completos para los que se cumple:

(1) [Is(Re)| = | 3o(Ka)| y [Is(Ro)| = | Yo(Ko)]-
De 6.7, 6.11 y (1) se deduce:
(2) K4 esisomorfo a F(Ry) - G(Ry) y Ko a F(Ry) - G(RY).

Ahora consideremos las siguientes condiciones: (i)&R} y Ry son homeomorfos; (i) F(R;) - G(Ry) y
F(Ry) - G(Ry) son isomorfos, (iii) Ky y Ky sondgsomorfos, (iv) [Is(Ry)| = |Is(Ry)|. Por 6.10 y 6.7
son (i) y (ii) equivalentes; por 6.3 y (2) son (iii\y1iv) equivalentes; de 6.6 y (1) se obtiene finalmente la
equivalencia de (iii) y (iv). Por tanto, (i) y (iytambién son equivalentes, 1.q.q.d.

Teorema 6.15. Si el espacio topalogic® R satisface las condiciones B1-B, y |Is(R)| = t > Ry,
entonces |R| = |F(R)| = |G(R)| ="2%@|F(K) - G(R)| = 2.

Demostracion. Sea K un cuerpo completo con | Y (K)| = t; construiremos el espacio topoldgico
@R que satisface la afirmacion de 6.8. Ya que ® = P(K), por 3.19 |R| = 2%, El cuerpo K es isomorfo
a F(R) - G(R); por 6.2 se cumple también |F(R) - G(R)| = 2'. De 6.9 se sigue ademas que |F(R)| =
|G(R) = |T(R)]; considerando 2.29 se deduce que |F(R)| = |G(R)| = 2%.

De acuerdo con el teorema 6.12 R satisface, por otro lado, las condiciones B4-8, y se tiene
[Is(R)| = | Y.(K)| = t, de donde se sigue |Is(R)| = |Is(R)|. Los espacios R y R son entonces, por
6.14, homeomorfos y con mayor razén equipotentes; igualmente los sistemas correspondientes G(R) y
G(R), F(R) y F(R), etc. tiene la misma cardinalidad. De esto se deduce inmediatamente la afirmacién
del teorema en cuestion.

!Para los teoremas 6.13-6.15 véase la primera parte de la obra presente, pag. 113 nota de pie de pagina 1, junto
con los trabajos ahi mencionados de Cech y Pospisil, aqui un trabajo nuevo de Pospiil: On bicompact spaces, Publ.
Naturwiss. Fak. Brunn 270(1939): en este trabajo se encuentran algunos teoremas de los resultados topoldgicos de
naturaleza algebraica, que se pueden ver como generalizaciones de 2.29 y 3.19 (véase la primera parte del presente
trabajo).
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Observacion 6.16. El caso t < Ry es trivial: en tal caso se tiene R = Is(R) y F(R) = G(R) =
F(R) - G(R) = Ex[X C R], por consiguiente |R| =ty

[E(R)| = |G(R)] = [F(R)- G(R)| = 2.

En relacion con 6.14 se origina la pregunta de si en este teorema se puede sustituir la féormula :
|Is(Ry)| = |Is(Ry)| por |R1| = |Ry|. Para concluir queremos mostrar que este problema es equivalente
a un problema indecidible de la aritmética cardinal:

Teorema 6.17.Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) dos espacios topolégicos arbitrarios Ry y Ry que satisfagan las condiciones B1- B, y que sean
equipotentes son homeomorfos;

(ii) Sity y to son dos niimeros cardinales y ocurre 2 = 2%, entonces t; = t.

Demostracion. Supongamos que se cumple (i). Sea 2L = 2. Sit; < Rj 0ty < Ry, claramente se
cumple t; = ty. Perosity > Ry yte > Ry, deducimos dedd3 y 6.15 que existen dos espacios topolédgicos
Ry y Ry que satisfacen B1-B, y para los que [Is(RelF'= t1, |Is(Ry)| = to, |Ry| = 22" y |Ry| = 2%
Ya que 22" = 22 entonces Ry y Ry son equipotentes; por (i) son homeomorfos. Considerando 6.14 se
sigue que t; = ty; con esto logramos (ii). En fopmia enteramente analoga se deriva (ii) de (i).
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