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XVIII

Mabhlo: Sobre la teoria y aplicaciones de los
po-nameros II

Titulo original: Zur Theorie und Anwendung del pj-Zahlen. II
Von Paul Mahlo
Berichte Konigl. Ges.-Wiss. zu Leipzig Math. KI. 65(1913), 268-282.

Aqui se continuara el trabajo “Uber lineare transfinite Mengen” 2
bajo previo® que lleva el mismo titulo que éste. Como se consider6 en el primer trabajo, junto con
los po-nimeros también otros transfinitos definidos en forma anéaloga, asi ocurre en ambos resulta-
dos siguientes se consideraran. El problema de este trabajo se cit6 ya en el articulo mencionado* y

se refiere a lo siguiente. Si se han definido en‘una sucesion oy, aq, ...y, ... los elementos o, para

, como ya se hizo en un tra-

cada transfinito v, y crecen continuamente con su indice, se hacen mayores que cualquier trans-
finito. ;Tiene esta sucesi6n una seccion con un nimero inicial regular (mp-nimero) como limite
(v tipo)? ;puede ser el limite también un py-nimero u otro nimero de los tipos introducidos?
Derivamos algunos teoremas importantes para caracterizar este problema y describimos ejemplos
para responder afirmativamente a la pregunta, sin temor a llegar a contradicciones, pero que no
obligan aqui la afirmacion aqui; al menos no podemos dar ‘por ahora suficiente evidencia para
ello. En forma correspondiente formulamos para ciertos tipos de nameros un postulado, cuya
aceptacion o rechazo da a la nocion “conjunto de todos los transfinitos” diversas conotaciones.
Esta amplitud en la nocion esta estrechamente relacionada con la paradoja de Burali-Forti, por lo
que se restringen las posibles operaciones logicas plausibles con este conjunto.

El segundo de los siguientes resultados determina la cardinalidad de conjuntos lineales como
los que originalmente han conducido a la definicion de los py-nimeros. Nuestra deduccion posi-
bilita también una construcciéon de conjuntos continuos y discontinuos a partir de subconjuntos
densos en ninguna parte. Como resultados auxiliares se demostraran algunos teoremas impor-
tantes sobre los tipos de Hausdorff 7, (con w, regular).

2Esta revista, Vol. LXIII, (1911), 187-225. Traduccion en este volumen
3Esta revista Vol. LXIV, (1912) 108-112. Traduccion en este volumen.
Vol. LXIII pag. 196, Vol. LXIV pag. 110.
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1. Sobre sucesiones con transfinitos mayores que cada transfinito.

Para una sucesion de transfinitos: ag, a1, ...q,, ... hemos permitido usualmente que el indice
recorra todos los nimeros menores que un transfinito arbitrario pero fijo, principalmente un
namero limite. Si @ < v, se debia cumplir también «, < «,. En lo sucesivo, el indice v puede
recorrer la totalidad de los transfinitos; y ya que con p1 < v también se tiene o, < a, se cumple
que o, > 6] para v > B. Por ello, este nuevo tipo de sucesiones contiene “transfinitos mayores
que cualquier transfinito” o “transfinitos arbitrariamente grandes”; por brevedad las llamaremos
“IW-sucesiones”. Entonce el transfinito J impropio, tipo del conjunto de todos los transfinitos
con su orden usual es la‘cota superior del indice v. Con ello no surgen complicaciones reales; la
sucesion de todos los transfinitos es en si misma un ejemplo de tales sucesiones. Echaremos un
vistazo a las dificultades que pueden aparecer por el tratamiento puramente l6gico de J al final
de este trabajo.

Ahora, respondemos la‘pregunta, de si cada sucesion con transfinitos mayores que cada
transfinito debe tener una seccion con un my-ntimero como limite. Supongamos que exestiesen
W -sucesiones o, a1, ... ay,. .. enlas que los tipos de las secciones con 7,-niimeros como limites
permanecen debajo de una cierta magnitud. Ademas, para cada p < , los tipos de las secciones
con 7,-nimeros como limites se deben hacer mayores que cada transfinito dado, pero no para p =
». Entonces podemos construir a partir de la sucesion de los v, una W-sucesion oy, &y, ... @, . . .,
sin una seccién con un Ty-ntmero como limite:

A saber, sea 3 el mayor de los 7,,-nimeros-que aparecen como limites de secciones o el limite
de ellos o igual a cero, cuando no haya ninguno de tales 7,.-nimeros. Hacemos:

ay = Ty, ,B+-

Entonces siempre se tiene &, > «,; al igual que los «,, los @, forman una ¥ -sucesion. El
limite de cada seccion no acotada de la sucesion de los @, es mayor que [3; si este fuera un -
nuamero, al ser el limite de una sucesion de g ,.-nimeros deberia ser un 74, -nimero; entonces
deberia ser también un limite de la sucesion de los o, ; puesto que ésta no tiene ningan 7, -niimero
> 3 como limite de una seccion, la sucesion de los @, carece de un my-nimero como limite de
una seccion. Con ello se tiene el

Teorema 1. A partir de cada W-sucesion ag, aq,... se puede construir una WW-sucesion
Qlp, 01, . . . sin secciones con my-nimeros como limites, en el caso en que soélo para nameros ;1 < 3
haya secciones con limites 7,-niimeros mayores que cada transfinito.

Si ahora supusiésemos que cada sucesion con transfinitos mayores que cada transfinito tiene
un 7y-namero como limite de una seccion, se seguiria inmediatamente, que los tipos de las sec-
ciones con my-nimeros como limite también exceden a cualquier transfinito. Porque si tuviésemos
una seccion A, de tal sucesion R con el mp-namero w, como limite, después de la eliminacion de
A, de R, quedaria una sucesion R, con transfinitos mayores que cada transfinito. Cada miembro
de R, seria mayor que w,. Ademas, una seccion A’ﬁ de R, tendria al mp-niimero ws como limite, y
se cumpliria w, < wg. Puesto que también la seccion Az = A, +AIB tendria el mismo limite wg, wg
seria el limite de una seccion de R. Ya que igualmente para cada sucesion de my-nameros limites
de secciones de I?, podemos encontrar un 7y-niimero mayor con la misma propiedad, suponiendo
que su sucesion no contuviese ya transfinitos mayores que cada transfinito, entonces R, con las
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hipotesis establecidas, debiera tener una sucesion de my-ntimeros limites de secciones, que se hace
mayor que cada transfinito. Con ellos se tiene el

Teorema 2. Si cada W -sucesion R tiene una seccion con un my-niimero como limite, entonces
existe para cada I existe una W -sucesion de my-ntiimeros cuyos miembros son limites de una
seccion de R.

Conservemos la hipotesis de que cada WW-sucesion IR tiene una seccién con un 7p-nimero
como limite. Ademas suponemos que una sucesion I? tiene, s6lo para cada ;1 < sz, una sucesion
de 7,-NUmeros como limites de secciones, cuyos tipos se hacen mayores que cada transfinito.
Entonces, por el teorema 1 podemos construir a partir de R una W -sucesion R’ que carece
de secciones con limite un my-nimero. Esta contradiccion con la primera de nuestras hipotesis
corrobora la validez del

Teorema 3. Si cada W -sucesion R tiene una seccion con limite un m,-niimero, entonces para cada
R y todo i existe una W -sucesion cuyos miembros son limites de una seccion de R.

De los teoremas 2 y 3 se reconoce la importancia de la condicion, de que cada W -sucesion
tenga una seccion con-un 7y-nimero COmMo limite. Antes de extraer conclusiones de los teoremas 1
a 3, los generalizaremos. Las investigaciones aqui realizadas para mj-niimeros se pueden extender
sin dificultad a pp-nimeros.” Empleando nuestros nimeros 7 ,, que designamos como 7 4-
nameros, logramos la mejor generalizacion posible de los teoremas 1 a 3. Si llamamos a un 7, , -
namero un 7, y-namero, entonces los 7, -nimeros son también Ty,0-NUMeros, y los p,-nimeros son
7,,1-nameros. Un namero o =7, , ¢ satisface, para cada x’ = 7 < x, la ecuacion

o = 7Ta,%19.

Ademas, cada sucesion con o como limite tiene « secciones con nimeros 7y , 5 como limites,
s6lo cuando § < 9.
Ahora demostramos el

Teorema 4. A partir de cada W -sucesion oy, o1, .- . se puede construir una W -sucesion &y, oy, . . .
que carece de secciones con T »-nimeros como limites, en el caso de que sélo para niimeros x < sz estén
presentes secciones con T, g -niimeros mayores que cada transfinito.

Demostracién. Sea ayg, o, ... la sucesion dada. Para Y = 3¢ no pueden seguir siendo los
limites A de sus secciones mayores que cada transfinito; si existe uno mayor A, lo llamamos[3;
en el caso en que la sucesion de los A no tenga mayor elemento, su limite (jun transfinito bien
definido!) se llama otra vez f3; de no existir ningan A, ponemos 0 = /3. Hacemos

Oy = Ta,, B+s,0-

Entonces siempre ocurre @, > «,; al igual que los «,, los @, conforman una W -sucesion, dado
que los nameros 7y ,,, para i, fijos crecen con A. El limite de cada seccion no acotada de la
sucesion de los @, es mayor que 3; si uno de tales limites fuese un 7 y-ntimero, él deberia ser
a su vez un 7,41 g-namero, siendo el limite A de una sucesion S de 754, g-nmeros; entonces
deberia ser también el limite A\ de la sucesion original de los «,, porque se cumpliria

A = TxBise0
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y solo para A = A tiene S un 7y-nimero como limite, mientras que el limite A para A > ) solo
podria ser un namero inicial singular; ya que la sucesion de los o, carece de secciones con un
T, 9-nUmMero > £ como limite, ninguna seccion de la sucesion o, oy, ... tiene un To,9-NAMEro
como limite. Con ello queda demostrado el teorema 4.

Mientras que el teorema 4, como una generalizaciéon del teorema 1, mereci6é una demostracion
detallada, la modifiacion de la demostracion de los teorema 2 y 3 para extenderlos a 7, y-nimeros
es tan sencilla, que la omitimos. Las generalizaciones pueden ser:

Teorema 5. Cuando cada W -sucesion R tiene una seccion con un 1, y-nimero como limite, entonces
existe, para cada R, una W -sucesion de 1, o -niimeros, cuyos miembros son limite de una seccion de R.

Teorema 6. Cuando toda W -sucesion cuenta con un a seccion con un T g-nimero como limite,
entonces para cada IRy todo X existe una W -sucesion de T, g-niimeros, cuyos elementos son limite de una
seccion de R.

Basandonos en'los teoremas descritos investigamos la pregunta de si cada sucesion g, oy, . . .
con transfinitos mayores que cada transfinito debe tener secciones con my-nimeros como limites;
y si debe tener secciones con py-ntimeros como limites; y finalmente si debe tener secciones con
Tp,9-nimeros como limites.

Como ejemplo consideremos primerola sucesion ag, o1, . .. de los my-niimeros que satisfacen
la ecuacion

g = 7T1’§.

El menor de tales nameros fue representado en otro trabajo1 como el limite, un my-ntmero, de la
sucesion 7o o, T1,1, - - -, My, - - - O€ reconoce facilmente que nuestra sucesion consiste en la totalidad
de los my-nimeros, que son limite de secciones de la W -sucesion de los 7, ,. También el niimero
p1,0 es uno de los o,; pues de no existir p; o nameros debajo de p; o , sino sélo ;1 < p; o nimeros
oy, sea, digamos )\, el mayor de estos o, o su limite, que es el limite de una sucesion de tipo
it < p10, seria menor que p; o; luego, la sucesion 7y , TONETAALs - oy Ty v v tendria, en oposicion
a nuestra afirmacion, como menor limite un «, < P1,0 que seria un 7-nimero; por ello existen
p1,0 nameros o, < pi; ya que los o, con v > 3¢ son 7,,-nameros y pi o y p1,0 como limite de su
sucesion para cada s < p; también es un 7, -niimero, también satisface la ecuacion { = m¢; por
otro lado, también es una solucion de la ecuacion § = a.

Este ejemplo, que podemos extender mas facilmente, nos muestra que de la existencia de
ciertas secciones con py-nimeros como limite, se desprende de inmediato la existencia de secciones
con Ty-nimeros como limite. Cuando una W -sucesion arbitraria g, oy, ... tiene py-nimeros
arbitrariamente grandes como limite de secciones, también tiene 7,-nimeros como limite de
secciones para v arbitrariamente grande; la afirmacion inversa no es tan sencilla de demostrar.
Igualmente se sigue de que una de tales sucesiones ag, aq, . . . tenga T y-nameros arbitrariamente
grandes como limite de secciones para ¥ fijo, que la sucesion también tiene secciones con Ty, 0~
nameros arbitrariamente grandes como limite, cuando para x arbitrario ocurre ¥ < ; para
¥ > ¥ no es inmediato que ocurra lo mismo.

Queremos construir un ejemplo para ilustrar un comportamiento importante para nuestro
problema. De los nimeros 7 ,, extraemos aquellos para los que A\ = i = v, para obtener la

IEsta revista Vol. XLIII, pag. 194 abajo.
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sucesion:

Qg = 70,00, Q1 =T1115 -+ Oy =Typpp;...

;Tiene esta sucesi6on una seccion con un my-nimero o pyp-nimero o Ty y-nimero como limite?
Para responder esta pregunta recordemos que que el nimero 7 ; se introdujo como el menor
mo-nimero @ = 7, para el que a@ = . La existencia de tales nimeros nos se puede demostrar,
pero hasta ahora tampoco refutar. La definicion de los restantes 7;-ntimeros, my-ntmeros, ...,
m,-nimeros, ... se basa en el mismo principio. El limite de una seccion de nuestra sucesion en
el tipo de un ntmero limite siempre es un namero inicial, pues los elementos de la sucesion son
nameros iniciales; pero mientras el tipo de la seccion pertenezca solo a los trasnfinitos a investigar
hasta ahora introducidos, su limite no sera un my-namero. No obstante, la suposicién no se opone
a que exista una seccion mas pequeila con un 7y-nimero 3, como limite; 3, satisface, para cada
v < By, las ecuaciones:

§=Te=Teo,

pero no es un pp-nimero o un 7y ;44-namero. Cuando encontremos un my-niimero que sea limite
de una seccion de nuestra sucesion g, o, ... se puede definir una sucesion con una cantidad
arbitraria de tales mg-nameros (31,3, ...; se distinguen facilmente por su magnitud. Ademas de
To-nameros pueden aparecer también como limtes de secciones de nuestra sucesion pp-nameros,
Tp,2-N0meros, ..., Tpy-numeros, ... con ¥ arbitrariamente grande; en consecuencia, cada 7 y-
namero « presente como limite es también, para cada xy < «, un Ty,o-namero. La existencia
de cada tipo de 7p y-niimero se deriva sucesivamente, de tal suerte que suponer su existencia no
conduzca a una contradiccion.

La sucesion recién tratada s6lo contiene 7ry-niimeros como elementos; ahora se podria suponer
que para sucesiones con solamente 7y-nimeros'como elementos se puede decidir facilmente si tales
sucesiones con transfinitos arbitrariamente grandes también tiene secciones con 7,-nimeros, etc.
como limites. En la introduccién de los 7,-ntimeros, pp-nameros, etc. surge en forma natural
la consideracion de sucesiones con exclusivamente 7 -nimeros. De hecho, se puede relacionar
cualquier sucesion con una sucesion de 7, y-niimeros, si se establece

a, = T ,x, 95

o algo similar. Por consiguiente, los teoremas 1 a 6 representan nuestro tiinico asidero para decidir
nuestro problema. Cuando toda 17 -sucesion tiene un my-niimero, respectivamente, un 7 y-niimero
como limite de una seccion, entonces cada W -sucesion tiene secciones arbitrariamente grandes
con 7,-nimeros, respectivamente 7, y-nimeros, como limites. Si esta propiedad de las sucesiones
no ocurre en general, se pueden construir sucesiones con transfinitos arbitrariamente grandes que
carecen de secciones con, digamos, s6lo un my-nimero como limite. De hecho, cada sucesion
del altimo tipo se puede extender de tal forma que tenga secciones con m-nimeros, asi como
Typ-nameros como limites; solo necesitamos fijar cada sucesion que carece de una seccion de
un cierto tipo hasta que le suceda un namero del tipo deseado como limite, como ocurri6 en la
introduccion de 1,1, T1,0,15- - - T1,00» - - -~ PEIO se reconoce que aqui se requiere una prescripcion
especial, que nos permite formar nuevos nameros, en tanto, como hasta ahora, no de lugar a
contradicciones. Por ello, damos paso a un nuevo principio generador de 7 y-nimeros, que por
claridad formulamos para cada ¥:
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Postulado Py. Cada W -sucesion tiene una seccion con un Ty y-niimero como limite.
Del teorema 6 se sigue el

Teorema 7. Si se cumple el postulado Py, entonces toda W -sucesion tiene, para cada x, secciones
con T, -numeros arbitrariamente grandes como limites.

Si se supone cierto el postulado P, entonces se cumple también el postulado Py para
cualquier ¥ < ¥, pues cada 7 y-namero es a su vez un 7y -namero. El inverso no se cumple.
Ahora quisieramos analizar mas detalladamente las consecuencias de refutar el postulado Py,
donde 0 < ¥. Al momento parece estar excluida la posibilidad de dar al postulado caracter de
afirmacion mediante una demostracion; en tal demostracion se deberia mostrar, que para cada
W -sucesion arbitraria se pueden construir conjuntos de la cardinalidad de un alef X, donde w,
es un 7y y-namero y el limite de una seccion de la 1¥-sucesion; entonces probablemente se pueda
establecer una conexion entre este problema con el del continuo. De suponer falso F, estan
excluidos los 7;-nimeros, mo-nGmeros, .., 7, -nameros, ..., si se cumple Fy, pero no P, es posible
que no se puedan introducir los pg-nameros, etc. En cambio, rechazar Py no obliga, en general,
a excluir los 7y y-nameros. Mas bien, la sucesion de transfinitos se puede extender de diversas
formas; por ejemplo, se puede restringir a transfinitos en cuyo conjunto la sucesion de los Ty
carece de secciones con un 7y-nimero como limite o-exhibe un limite para el que se cumple

§=T0¢

Se puede suponer la existencia de dos sucesiones distintas R y R', para las que Py so6lo se cumple
para R’, mientras que cada elemento de R estd en R'‘en la misma posicion; por cierto, R y R’
pueden, consistentemente, existir aun cuando R es una seccion de R’; ya que Py no se vale para
R, no se puede suponer la formacion de ciertos transfinitos en ella.

Con la posibilidad de extender arbitrariamente la sucesion de transfinitos, las leyes segtn las
cuales definimos sucesiones “con transfinitos mayores que cada transfinito” obtienen una validez
mas amplia; en una extension de la sucesion de nameros puede coincidir la formulacién para los
nuevos nameros definidos con la original, por ejemplo, “la sucesion de los nameros 7, ,”; pero
no impide elegir los nameros en forma distinta en los dominios que se generen, porque entre los
viejos y nuevos dominios no existe ninguna relacion interna.

Dicho sea de paso, un reconocimiento amplio de la sucesion de los‘transfinitos no es com-
pletamente nueva; pues varios tedrico conjuntistas reconocen al momento s6lo los nimeros debajo
de 2 (= wy; = ma); al menos no se aprecia ninguna contradiccion al suponer que la sucesion de
los transfinitos se extiende sin limite, asi que no queremos refutar o restringir el postulado FPy. La
libertad en el proceso generador de los transfinitos esta en una extrafia complementaridad con una
estrechez en la nociéon de “conjunto de los transfinitos”, que el Sr. Burali-Forti ha declarado como
inconsistente. Ya que los elementos de este conjunto, por lo demas, existen sin contradiccion,
nos parece necesario, restringirnos a las operaciones logicas aplicables al “conjunto de todos los
transfinitos”; si este conjunto contiene a todos los transfinitos, se debe prescindir de la generacion
de nuevos transfinitos. Si con esto desaparecen todas las dificultades en la nocion de este conjunto,
no se investigara.
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X V]I] 7 2. Determinacion de una cardinalidad.

En las primeras investigaciones sobre pp-nimeros se demostro la importancia de conjuntos
densos M, para los que, con o como pp-niimero, carecen de subconjuntos de tipo v y o, pero
si contienen subconjuntos del tipo de Hausdorff 7),, para todo v < «a. Si uno de tales M, es
continuo, es decir, denso y sin huecos, no necesariamente contiene segmentos en los que para
algin 7y el subconjunto de elementos de caracter c,, sea denso en todas partes. La construccion
de tales conjuntos no se ha logrado hasta ahora. Ahora queremos mostrar que cada )/, tiene
cardinalidad ), __ 2" Sobre los conjuntos M, establecemos lo siguiente:

Definicion. Todo conjunto lineal M, que carece de subconjuntos de tipo o o o*, para o un
po-numero, pero si tiene subconjuntos de tipo 7,41 para v < a, se llama a-ramo.

Aquino se supone que M, sea necesariamente denso. La condicion de que M, contenga un
subconjunto-de tipo 7,1 para cada v < «, probablemente se puede remplazar en la demostracion,
por la condicién de que M, contenga subconjuntos de tipo v y v* para cada v < «; pero
conservamos la primera por ser mas ilustrativa.

Para la demostracion de que cada a-ramo tiene cardinalidad ), _, 2", debemos emprender
algunas investigaciones sobre el tipo de Hausdorff 7,. Si w, es un ntmero inicial regular (-
namero), entonces 7, es cofinal en w, y coinicial con w}, y cada elemento de 7, es el limite de una
sucesion de tipo w, y w}, asi-un c,;-elemento. Cada pedazo de 7, coinicial con w} y cofinal con
w, tiene tipo 7,. En 7, son los huecos de caracteres c,, y c,, densos en todas partes para cada
i < v (para w, regular); si se rellena cada hueco con un elemento, se origina el tipo continuo
[7,], la cerradura de 7,. Este tipo [5,] tiene la cardinalidad 2% al igual que 7, ;. A este hecho
conocido afiadimos el

Teorema 8. En el tipo n, esta contenido cualquier tipo que carezca de subtipos iguales a w, o w;
para w, regular.

Demostracién. Sean P un conjunto de tipo 7, y'M un conjunto lineal que carece de subcon-
juntos de tipos w, o w}. Aplicamos M sobre un subconjunto de P preservando el orden, aplicando
sucesivamente sus subconjuntos My, M,..., M, .... Sea' My un elemento arbitrario de M que se
asocia a un elemento arbitrario de . Suponga que ya hemos‘aplicado M, sobre un subconjunto
P, de P preservando el orden, cuando y < w,. Descomponemos M, en todas las formas en
parejas de pedazos:

M, = M, + M.

Si queda un elemento m de M a la izquierda de (cada elemento de) M y a la derecha de
M;, (cuando M, o M}/ no tienen elementos, se prescinde de la determinacion), se escoje tal m
arbitrariamente como el m, de esta descomposicion. A M, ., deben pertenecer, ademas de los
elementos de M, todos los m,. El elemento m, determinado por la descomposicion M, =
ML + Ml se debe asociar a un elemento de P. Segun la aplicacion recién creada se corresponden
los subconjuntos P, y P a los subconjuntos M, y M. Ya que P, y P} al igual que M y
M]; carecen de subconjuntos de tipos w, o wj, existe un subconjunto de P a la izquierda de
Py ala derecha de P} de tipo 7, (cuando P, o P carecen de elementos, prescindimos de la
determinacion); un elemento arbitrario p, de este subconjunto de P se debe asociar al elemento
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m,, de la descomposicion considerada, y junto a los elementos de P, deben pertenecer todos los
elementos p, de M, al correspondiente P, ;. Para el orden dado a los elementos de M, y
P, ;1 claramente se aplican uno sobre el otro respetando el orden, como se cumplia para M, y
P,. Si p < w, es un namero limite, M/, debe consistir en los elementos de los M) con A < y;
igualmente P, consta de los elementos de los Py con A\ < p; ya que ademas, en M, y P, se
corresponden los elementos entre si, como en M) y P, es evidente que M, y P, se aplican unos
sobre el otro respetando el orden.

Puesto que M carece de subconjuntos de tipos w, o w}, al menos M, es igual a M. De
lo contrario existiria un elemento 7 de M que no pertenece a M, . Pero para cada p < w,
existe una descomposicion Ml: + Ml’l, como arriba, cuyo m,, deberia ser m. Para cada p y esta
descomposicion se escoje un elemento m,, de M a la izquierda o derecha de m. Estos m,, decrecen
conforme p crece y se aproximan a 7, su totalidad conforma un tipo o + 3%, donde o y 5 son
transfinitos < w,. Ya que por hipotesis se pueden definir R, de tales m,, al menos uno de los dos
a, 3 es igual a w,;"dado que M carece de subconjuntos de tipo w, o w;, ni o ni 5 pueden ser
iguales a w,, por lo que no existe ningtin . Por tanto, algn A, con 1 < w, es igual a M, y su
aplicacion al correspondiente subconjunto 7, de P muestra la veracidad del teorema 8.

Ya podemos proceder a determinar la cardinalidad para los conjuntos A/,. En virtud de
que cada M, debe contener un subconjunto-de tipo 7,41 para cada v < «, el limite de las
cardinalidades 2" para v = « es la cota inferior de la cardinalidad buscada. Por el teorema 8 M,
es similar a un subtipo 7,, M, puede tener a lo sumo la cardinalidad de 7,. Si pensamos en 7,
como la potencia de Hausdorff de la a-ésima clase

o= 3(Wa)

con el elemento intermedio de la base como elemento principal, entonces el conjunto de asigna-
ciones de w,, en las que exactamente X, posiciones no estan cubiertas con el elemento principal

tiene cardinalidad
Ry, R,
R =) R
pu<a
Por consiguiente, 7, tiene la cardinalidad

DON = >N

v<a p,r<a

Ya que la suma de los Nﬁ”, en la que ;1 + v = ), es igual a 2™, se sigue que la cardinalidad de 7,:

T = 20 =) 2%

A< v<o

En vista de que las cotas inferior y superior de la cardinalidad de M, son iguales a la cardinalidad
supuesta de M, M, tiene esa cardinalidad.

Pretendemos derivar este resultado de otra forma, y simultaneamente lograr otros resultados.
Otra vez retornamos al hecho de que un conjunto M que carece de subconjuntos de tipo w, o w;
para w, regular se puede aplicar sobre un subconjunto de un conjunto P de tipo 7,, lo que se
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manifestd como posible en la demostyracion del teorema 8. Por otro lado pensamos en M con
todas las posbles descomposiciones en parejas de pedazos:

M = M, + M,

y entre cada M, y M, se inserta un conjunto de tipo 7),; esto debe ocurrir incluso, cuando M,
o My sea vacio. El conjunto que contiene los elementos de A/ junto con los elementos de todos
los conjuntos insertados es similar a P; porque se puede aplicar sobre P respetando el orden, si
a cada elemento de M se le asocia el elemento que le corresponde y a los conjuntos insertados
entre los pedazos de A/, se asocian los pedazos de P entre las imagenes de M, y My, que en total
tienen el tipo 7, Con ello ocurre el

Teorema 9. Si se descompone un conjunto M sin subconjuntos de tipo w, o w; (W, un my-nimero)
en todas-las posible parejas de pedazos: M = My + My y se inserta entre My y My un conjunto de
tipo ), (incluso si My o My son vacios), entonces el conjunto que consta de los elementos de M y de los
conjuntos insertados tiene tipo 1, .

Ademas probamos el

Teorema 10. Sean vy, v, ... una sucesion de transfinitos menores que v y w,, Siempre regular;
ademas, el conjunto lineal M consiste en los elementos de los conjuntos My, My, . .. con tipos 1y, My,,
...; entonces M carece de subconjuntos de tipo w, 1 o w; ;.

Demostracién. Por simetria basta probar que M no posee subconjuntos de tipo w, ;1. Cualquier
subconjunto bien ordenado de M, tiene a lo sumo cardinalidad X, ; la cardinalidad de un con-
junto bien ordenado de M es a lo sumo iguala Zu N, o, dado que v es mayor que cada v, es
a lo sumo igual N,; asi que en M no puede haber un subconjunto de tipo w, ;1 con cardinalidad
N,41, Lq.q.d.

Ahora sean o un pp-namero y M un a-rame arbitrario cerrado. Entonces existe una sucesion
Ey,Ey,...E,, ... de subconjuntos de M, en la que » recorre todos los nimeros menores que a.
Sea Ej) un subconjunto arbitrario de M con tipo 79 =1. Si ya conocemos F,, lo descomponemos
en todas las formas posibles en parejos de pedazos:

E,=E +E.

A cada descomposicion corresponde un pedazo a la izquierda de (todos los elementos de) £/ y a la
derecha de E, (si E/, o E! son vacios, la prescripcion no se efectaa); por supuesto, siempre existe
una cantidad infinita de M, distintos, y eston contienen, finalmente, solo un o ningtn elemento.
De cada M, no vacio se escoje un subconjunto de tipo 7),,; o solo un elemento arbitrario como
parte [, de £, ., dependiendo de si M, tiene un subconjunto de tipo 77,41 0 no. £, se debe
conformar de los elementos de E, y de los F,. Para v limite (v < «a) E, debe contener los
elementos de los £, con ;1 < v asi como los elementos frontera de ese conjunto.

Segin nuestra prescripcion, el tipo de cada £, estd contenido en 7),1;, como se muestra
facilmente por induccion transfinita. Porque dado que Ej tiene tipo 7y, esto se cumple para v = 0.
Si el tipo de E, esta contenido en 7,41, entonces el tipo de £, esta contenido en 7),,9; a saber,
si a cada descomposicion E, = E; + E! corresponde un conjunto F, de tipo 7,1, £, tendria,
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por el teorema 9, tipo 7),.1; entonces £, carece de subconjuntos de tipo w, .2 0 w;_,, cuando
alguno de los F), contienen s6lo un o ningan elemento (lo altimo para M, = (). Para v como
namero limite (v < @) podemos emplear el teorema 10, si usamos el conjunto F,; como M, ,
cuyo tipo es igual a 7,1 o es un subtipo de él. El conjunto de elementos de todos los £, con
ft < v carece por tanto de subconjuntos de tipo w, 1 o w;_, y la adicion de elementos frontera
no cambia nada, de tal suerte que segtn el teorema 8 el tipo de E, esta contenido en 7,4.
Puesto que M mismo, pero no su subconjunto E,, contiene un subconjunto de tipo 7,41, al

menos un F), es de tipo 7,1. Por consiguiente, £, tiene la cardinalidad AN y la cota inferior
de la cardinalidad de M es

: Ny, Ny,

llllgclz 2% = Z 2%,

v<a

Esta cardinalidad, que ocurre en el conjunto £, de los elementos de todos los £, para v < a,
es la cardinalidad de M, porque £, contiene cada elemento de M. En caso contrario, sea m un
elemento de M que no pertenece a F,. Para cada v existe una descomposicion de F, en E! y
E!,y m pertenece al pedazo M, de M que esta a la izquierda de E! y a la derecha de E/ (para
El’, 0] El’,' vacios se omite la prescripcion); ya que m no pertenece a E,, nuestra descomposicion
E! + E! corresponde a un F, no vacio; sea m,, un elemento arbitrario pero fijo de F,,. Para cada
v < « existe tal my; si p y v son transfinitos menores que o y m,, m, estan del mismo lado que
m, entonces m,, esta entre m, y m, cuando 11> v. Asi, el conjunto de m,, tiene tipo 3+ 7*, donde
By v son transfinitos; en virtud de que este conjunto-tiene cardinalidad X,, al menos 5 o v es
igual a ; como M debe carecer de subconjuntos de tipo o y o*, no existe tal elemento m, por lo
que E, = M. Por lo tanto, M tiene cardinalidad )~ e A

Cuando M no es cerrado, posee por hipo6tesis, para cada v < «, subconjuntos de tipo 7,1,
por lo que debe tener la misma cardinalidad. Por ello se cumple el

Teorema 11. Cada o.-ramo tiene cardinalidad ", . 2%

Ahora derivamos una consecuencia de la existencia de N, conjuntos £, con /M como conjunto
de elementos. Del continuo lineal se sabe que en el conjunto de elementos de ¥ pueden ser densos
en todas partes sus subconjuntos densos en ninguna parte; no obstante, el continuo no se puede
descomponer en N, subconjuntos densos en ninguna parte en €l ajenos entre si. Supongamos que
para un conjunto lineal continuo )M se requieren N, subconjuntos densos en ninguna parte en €,
para que el conjunto de sus elementos sea desno en todas partes en A/; para que M se pueda
descomponer en subconjuntos densos en ninguna parte ajenos entre si, cuyo conjunto de elementos
sea igual a M, se necesitan al menos X, subconjuntos, cuando 7 no es un py-nimero y M es un
y-ramo’. Si se puede salir adelante con N,;1 subconjuntos, atin no se puede decir nada seguro;
por el contrario, nuestra construcciéon de los £, para 7 = a y M como a-ramo, se muestra que
cada a-ramo M se puede representar, como la uniéon de X, conjuntos densos en ninguna parte en
M ajenos entre si . Para un M continuo y acotado sea (G, el conjunto de elementos de FE,, que
no pertenecen a ningan £, con p < v; al igual que £,, G, es denso en ninguna parte en M, y
cualesquier (5, distintos carecen de elementos en comun; el conjunto de elementos de los GG, es
igual E, y M. Si M es denso, pero no cerrado, sea M® un conjunto continuo acotado denso en
todas partes en M, para el que los F, y G, estan determinados; los subconjuntos G/, de M en

IEsta revista, Vol. LXIII, pag. 224, teorema 24.
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G, son entonces X, subconjuntos densos en ninguna parte ajenos entre si a partir de los cuales se
puede confirmar M; que finalmente X, de estos conjuntos G}, puedan ser vacios, claramente no
cambia nada. Por ello, para cada o-ramo se cumple el

Teorema 12. Todo ov-ramo denso M se puede representar, como la union de X, subconjuntos densos
en ninguna parte ajenos entre si.

Si se supone la existencia de a-ramos M, y es posible emplear elementos sueltos en lugar
de conjuntos G, respectivamente G, entonces la cardinalidad ), _ 2% seria igual a N,; por el
teorema 12 no parece estar excluido esto. De todos modos, podria ser una potencia 2", incluso
2% mayor que o igual a N,; en tal caso un conjunto M que carece de subconjuntos de tipo oy
o pero si dispone de subconjuntos de tipos v y v* para cada transfinito ¥ < o no tiene por que
contener subconjuntos de tipo 7),+1; esta situacion fue considerada en la definicion de o-ramo.

Impreso 18.X11.1913.
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