Traduccion Andres Sestier Bouclhier

Grandes Cardinales 1

Sobre las clases de conjuntos cerradas con respecto a ciertas operaciones elementales.

Por

Afred Tarski (Varsovia).

Introduccion.

Los problemas del tipo siguiente constituyen el objeto principal de las investigaciones en este tra-
bajo: dado un conjunto infinito A, jcudntas clases de subconjuntos de A existen dotadas de una
propiedad dada P? Las propiedades P aqui consideradas no son, por otra parte, ni arbitrarias, ni de-
masiado generales: vienen todas a ser tales que las clases consideradas de subconjuntos sean cerradas
respecto a ciertas operaciones elementales. Se trata de hecho de las operaciones F que hacen correspon-
der a toda clase de conjuntos K una nueva clase de conjuntos F(K) y, eni.primer lugar, operaciones que
consisten en formar las sumas, productos, diferencias y complementos'de los conjuntos que pertenecen
a la clase R y agregar a esta clase todos los subconjuntos de sus elementos. Una clase K se llama cerrada
respecto de una operacion F cuando el resultado F(K) de esta.0peracion efectuada sobre K, es a su vez
una subclase de K 1.

Algunos de los problemas discutidos en este trabajoomeé fueron planteados por los Srs. Poprougénko
y Sierpinski.

Los resultados principales de estas investigaciones se resumen después de §7. S6lo mencionaré
lo siguiente: en todos los problemas considerados en lo que sigue logro establecer una simple relacion
funcional entre la potencia de la familia,détodas las clases compuestas por los subconjuntos de un
conjunto infinito dado, cerradas con respecto a tales u otras operaciones, y la potencia del conjunto dado
mismo; siendo a la potencia de este conjunto se vera en la mayoria de los casos que la de la familia de
que se trata es 2° o bien 2%°.

Los resultados de esta naturaleza se dan en diversos teoremas de §§3-7, con el nombre de teoremas
fundamentales. Previamente introduzco algunas nociones auxiliares de la teorfa general de los conjuntos
en §1, y describo brevemente en §2 un algoritmo que concierne a las operaciones sobre las clases de
conjuntos; luego examino en la §3 las propiedades generales de las clases cerradas respecto a operaciones
cualesquiera, establezco en las §§4-7 diversas propiedades elementales de las operaciones enumeradas
al principio e infreduzcohf también ciertas operaciones auxiliares.

En la magor parté.de estas investigaciones juega un papel esencial el axioma de eleccién; por tanto
s6lo intentaré eyitar su utilizacién en las demostraciones de las propiedades elementales de las opera-
ciones en cuestion, y ahi donde este axioma intervenga en el raciocinio lo mencionaré explicitamente.
Algunos resultados sélo se estableceran con ayuda de la llamada hipétesis de Cantor sobre los dlef.

Hay problemas muy préximos a los de este trabajo, aunque mas simples desde el punto de vista
l6gico que son del tipo siguiente: dado un conjunto infinito A jcudntos subconjuntos de A tienen una
cierta propiedad P? Es de notarse que todos los problemas como éste, conocidos actualmente, si son
enunciados enteramente en términos de la teoria general de los conjuntos, permiten ser reducidos a la
forma siguiente: dado un conjunto infinito A cuantos subconjuntos de A existen, cuya potencia a goza
de una propiedad dada Q? ? Pero, la pregunta asi planteada admite una solucién general expresada

Véase Frechet, De las familias y funciones aditivas de conjuntos. Fund. Math. 1V, pag. 335
2La observacién de este fenémeno actualmente es puramente empirica; si es general, serfa interesante explicarlo y
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mediante la proposicién:

Siendo A un conjunto infinito de potencia a, la clase de todos los subconjuntos de A, cuya
potencia goza de propiedad Q, es de la potencia Y, a*, y la suma se extiende a todos los niimeros ¢
de propiedad * Q.

Asi, los problemas referidos ingresan totalmente al dominio de la aritmética de los nimeros cardi-
nales.

§1. Notaciones, nociones y teoremas auxiliares.

En este trabajo usaré una serie de nociones y simbolos conocidos de la teoria general de los conjun-
tos sin definirlos explicitamente; también me basaré en diversas propiedades conocidas.de estas nociones
sin mencionar los teoremas que les conciernen.

Voyadenotar cona, b, ..., x,y,...,alosindividuos, por tanto los objétos que no son conjuntos (
o para los cuales no admito la hipétesis de que sean conjuntos); denotaré mediante A, B, ..., X, Y, ...,
los conjuntos de individuos; denotaré K, L, ..., X, Y, . . ., los conjuntes e estos conjuntos, que acostum-
bro llamar, clases de conjuntos; denotaré con 3, £, ..., X, Y, ... los conjuntos de clases de conjuntos,
llamados familias de clases; mediante a, 3, ..., €, n, ..., los.ndmeros ordinales y a,b,..., 1, 9,...,
los nimeros cardinales. Los signos f, g, h,...,F,G H,...EGH,...,F,G,9,....,...., 0,0, %, ...,
yf 9,9, ..., van a designar las funciones (operaciones univocas) que respectivamente admiten como
valores: individuos, conjuntos, clases, familias, nimeres- ordinales y nimeros cardinales. En el caso
de sucesiones del tipo a, es decir de funciones definidas sélo para ntimeros ordinales inferiores a un
nimero &, dado de antemano, voy a emplear los sighos de la forma f¢ en vez de los simbolos habituales
del tipo f(£€); ademas de las letras f, g, h, . . cutilizaré en tales casos letras a, b, ..., x,y, ..., escribi-
endo por ejemplo ag, x¢ etc. Las clases de funciones y de sucesiones serdn designadas respectivamente
cong,&,...,yd,Y,...

Emplearé en el sentido acostumbrado los signos y las nociones del célculo de conjuntos. En par-
ticular, los signos O y 1, seran reservados para designar nimeros cardinales u ordinales, y denotaré O
el conjunto vacio y 1 el conjunto universal (que se compone de todos los individuos que han de ser
considerados)!. En realidad;éeste simbolo 1 presenta el caracter de ser un simbolo variable que designa
todos los individuos considerados en un teorema dado, y como tal, es susceptible de las mas variadas
interpretaciones; pero,para simplificar las notaciones, voy a emplearlo como fijo sin mencionar por con-
siguiente en los enunciades de los teoremas hip6tesis tales comoa € 1 0 A C 1 ytratdindose de nociones
generales, relacionadas con el conjunto 1, sin poner esta relatividad en evidencia en sus simbolos (véase
la definicién 5°, 13, 14 y 16). Para designar el conjunto suma, respectivamente el producto (la parte
comtn) de todos los conjuntos de una clase dada K, usaré el simbolo abreviado Y (K), respectivamente
[ [(K), aparte del simbolo acostumbrado Y1X), respectivamente [ J(X).

XeR XeK
Las formulas a € A, a€A diran que el elemento a pertenece respectivamente, no pertenece

al conjunto A. Para designar el conjunto compuesto por un sélo elemento a, emplearé el simbolo

precisarlo mediante razonamientos rigurosos de la Metamatematica.
3Esta proposicién es consecuencia facil de un teorema conocido citado en este trabajo en la demostracién del lema
10(b) de §1.

IN. del T.: En esta traduccién se usaréan los simbolos 0, 1, en el sentido de conjuntos y niimeros
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{a} o a veces, J(a); los simbolos {a,b}, {a,b,c}, etc. designaran, respectivamente, los conjuntos

exclusivamente compuestos por a y b, o de elementos a, b y c, etc. Voy a designar mediante F) []el
flx

conjunto de todos los valores de una funcién dada f que corresponden a los valores del argumento x

que satisfacen la condicién formulada entre corchetes [ J; el significado del simbolo f(E | [ ] es andlogo.
x.y

Voy, ademas, a usar sin explicacién varios signos y nociones conocidos de la aritmética de los
nimeros ordinales y cardinales. Designaré como es costumbre con A, la potencia del conjunto A; pongo,
en particular

6=§[$<a] Y Na=w_a=§[$<wa]

Representaré siempre los nimeros cardinales infinitos con la forma de los alef R%,; asi podremos dar a
los teoremas fundamentales de este trabajo un aspecto exterior uniformey sin disminuir su generalidad
(a causa del teorema conocido de Zermelo sobre el buen orden).

Pero ahora voy a dar las definiciones explicitas y a estableeer:ciertas propiedades de nociones y
signos igualmente generales pero menos conocidos o introducidosicomo nuevos.

Definicién 1.

@) sup(A) es el mds pequerio de los niimeros ordinales n que satisfacen la condicién: € < n
cuando £ € A.

5) lglg; Qs = sup((pEg [€ < a]) en el caso en que la sucesién de nimeros ordinales ¢ del tipo a es

una sucesion creciente! y a essun niimero de la segunda especie diferente de 0.

Definicion 2. cf(a) es el mds pequerio de los niimeros ordinales 1 que satisfacen la condicién:
existe una sucesion @ del tipo wy, tal que w, = éim Pe.
<wy

Debe recordarse a*propésito de la definicion anterior que los ntimeros iniciales wq, se llaman
regulares o singulares'segin ocurra cf (a) = a o cf(a) < a.
Voy a establecer algunas propiedades del simbolo cf () en los tres lemas siguientes:

Lema 1.%) Para‘todo niimero ordinal « se tiene cf(a) < «;
®)Si a = 0, 0 biensi a es un niimero de primera especie, se tiene cf(a) = «;
) Si wg = lgm; @z, se tiene Wer(q) < By cfla) = cf(B);
<

1) cf(wa) = cfla) = cf(cf(a)).

Lema 2. “) Para todo niimero « existe una sucesién de niimeros cardinales § del tipo wcf(q) que
verifican las formulas: R, = Z fey 0 < fe <Ry para € < wes(a);
£<wcf(a)

£)Si 0 < A < Ry, existe una sucesion creciente* de conjuntos F del tipo we(q) que verifican las

'Es decir, cuando @¢ < ¢, para & < 7
?Es decir, tal que Fe C F, para £ < 1 < wef(q)-
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férmulas: A = Z£<%ﬂa) Fey 0 < F:g <Ry para € < Wef(q)-

Lema 3. ) Si B< Refla) Y flx) < Ry para x € B, se tiene Zf(x) < Ry;

xeB
5) Si B< Refia) Y Flx) < Ry para x € B, se cumple ZF(X) < Ry
~ xeB
) Si B < Refiq)y B C Z F¢, existe un nimero ntal que 0 < n < wa y B C Z Fe.
E<wq £<n

Demostracion. La demostracion de estos tres lemas, basada en la definicion 1, se obtiene facilmente
por los procedimientos de raciocinio conocidos, demostraré, como ejemplo, el lenia 3°.
La hipdtesis del lema implica la siguiente descomposicién del conjunto B:;

B=) (B-F:-) B-F,). (1)

£<wq n<&

Consideremos los nimeros ordinales &, para los cuales 16s sumandos correspondientes de la des-
composicion (1), es decir los conjuntos B - Fe — E B - E; mo son vacios. Ordenando estos niimeros

n<€
segin su magnitud, se obtiene una sucesion ¢ del tipe 5 que satisface las condiciones:

Pn < P< Wo, cuandon < ¥ < B, (2)

B=) (A-F, =) A-F,) ()

U<B n<o

donde

A%Fy —Y A-F, +0parad <.
n<y

Si se tuviese B > wef(q), la férmula (3) estableceria la descomposicion del conjunto B en sumandos
ajenos no vacios y en cantldad > Ref(a); pero, como el conjunto B es por hipétesis de potencia < R:f(q)
se demuestra sin dificultad con ayuda del axioma de eleccién que tal descomposicion no es posible.
Luego

B < werta- (4)

Supongamos que

sup(E[9 < ) = wa. ()
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Es facil concluir de (2) y (5) que B es un niimero de la segunda especie (pues en caso contrario se

tendria sup( E}?[l? < Bl) = Pp-1 < wg). SiB = 0, se tendrd segtn (3) B = 0 y la tesis del lema se
¢
veria evidentemente cumplida; podemos entonces admitir ademas que 8 # 0. En consecuencia y de

conformidad con (2) y la definicién 1° se puede escribir (5) en la forma lgml’gl Qs = Wq. En virtud del
<

lema 1€ resulta entonces que wcf(q) < B, lo que evidentemente contradice (4). Estamos pues obligados
a desechar la suposicion (5) y admitir que

sup(E[0 < B]) # wa- (6)

Py

Las férmulas (2) y (6) dan de inmediato:

Sup(E[0 < B]) < we )
Escribiendo: sup(E[0 < B]) + 1 = n, es facil convencerse de que 1 es el niimero buscado: en
Po
efecto se tiene segtin (7) 0 < N < wq y se deduce de (3) quéB'C Z Fe,  lqqd

£<n

Definicion 3. p(a) es el mds pequerio de los niimeros ordinales N que verifican la férmula:
R
Ry < Ry

Lema 4.
4) pla) < cfla)
*) cf(p(a)) = pla);

©) Las siguientes condiciones son _equivalentes:

(1) B < pla),

(2) Ry = N,

(3) existe unduimero eardinal a tal que R, = a™*.

Demostracion.

@) Aplicandoe el conocido teorema de J. Konig (generalizado por Zermelo), se concluye del lema
2% que R, < %o De aqui, en conformidad con la definicién 3, p(a) < cf(a), Lq.q.d.

%) De acuerdo con el lema 2% (para el niimero p(«)) existe una sucesién de ndmeros cardinales f
del tipo w¢f(p(a)) que verifica las férmulas:

Row) = Y, e (1)

£<Wef(play)
Y
0 <fe <Rp(a) para £ < Wef(p(a))- (2)
Se concluye de (4) que
Contents
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s [ g

E<Wef(pla)
Debido a que segtin (2) y por la definicién 3 tenemos RE = R, para £ < Wef(p(a)), S¢ obtiene de (3):

Rp(a) Ref(pla))
Napa = ac pla . (4)

Resulta de (4), de conformidad con la definicién 3, que el nimero cf (p(a)) es de manera anéloga

al niimero p(a), uno de los niimeros N que satisfacen la condicion: R, < Nﬁ"; pero como p(a) es
el mas pequefio nimero de esta especie, se tiene cf(p(a)) > p(a). La desigualdad inversa, es decir,
cf(p(a)) < pla), es un caso particular del lema 1¢. Se obtiene asi finalmente Ja{férmula buscada:

cf(pla)) = pla).

©) Las condiciones (1) y (2) son equivalentes en razén de la definicién 3; la;équivalencia de (2) y (3)
resulta de la férmula conocida (a*#)™ = o = o

. b
Definicion 4. a- = E a.

t<b

Lema 5. %) Si') b < ¢, se tiene ol <al=a’+ Z a’;
b<r<ic
b) Si a < b, ocurre a* < b¥;

€)Si b > 2, se cumple al > q
4) Si a > 2, entonces a > b.

Demostracion. %), ?) y ©) son evidentes. ¢) Para omitir el caso trivial b < R, escribiremos: b = Rg

N

donde B # 0. Segtn la definicién 4, a’ > Zaﬁf > ZQRS > ZNgH = Rg, luego entonces
E<B £<B E<B

a’ > b, l.q.q.d.

b
Lema 6. ) Si Ry (o) 20> 2, se cumple Ry = Rg;

. &BH
%) Sia > 2 ocurre a -

Ng Ret(p)
°)Sia > 2 setienea- >Ry~ .

b
Demostracion. @) Conforme a la definicién 4, Ry = Z R = Z R ; segin la definicién 3,

= amﬁ

a
t<b 1<e<b
R =Ry paral < v < b < Ry, se tiene:

b _ —————
Ny = R -E[L <t < D] (1)

' Aqui usamos ¢ como una variable (no como signo de la potencia del continuo)
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Pero se sabe que 1 < E[1 <t < b] < b < Ry(q); ademas, en virtud de los lemas 1 y 4%, Ry1q) < Ry
por tanto

1 <E[l<r<b] <R, 2)

Con ayuda del conocido teorema de la aritmética de los nimeros cardinales (de acuerdo con el cual
b
Ry -a =R, paral < a < R,), se obtiene, de (1) y (2): Ra =Ry,  Lgqd.

La demostracién de ®) es analoga.

¢)Si B = 0, en virtud de los lemas 1° y 4% cf(B) = B = p(B), por tanto, de conformidad con el

Rerig) Rpig) Ng Rpip)
lema 6%, Nﬁv = Nﬁv = Rg, de donde en razén del lema 59 q- > Rg )= NBV .

X
Si B es de primera especie, se obtiene con ayuda del lema.6°: ar = g¥1 > %1 = (2%-1) -1 >
5 N Rer(p)
&BN‘H = Ry ; pero como cf(B) = B (lema 1°), se tiene finalmente ar >Rg ™.

Queda por examinar el caso donde B es un namiefo’ de segunda especie # 0. Como es sabido '),
en este caso se tiene

o ZN;*&’ — Z&?g n Z &?5 para todo £ < cf(B). (3)
n<B n<€ £<n<p

Sin < &, se tiene notoriamente N?S =92% de donde Z N?S <ML g1 <2 Re = 2% siporel
. N n<g
contrario £ < 1, se obtiene: Xy < R," = 2™. Tomando en cuenta el lema 1%, se deduce, segtin (3):

Ny <2+ Y MY 9N para £ <cf(B). (4)

£<n<B n<p

P Y g R . Re Rg
Segun la definicion 4:°2- > Z 2™, de donde, en virtud de (4), Xg" < 2~ para & < cf(B); por otro
n<p

R
lado el lema 5¢ proporciona: & = Rg < 27 para 0 < v < Ry. Por consiguiente, se tiene en general:

t &B
Rg <2-  para v < Reg). (5)

Con ayuda de la definicién 4, de (5) obtenemos:

Nci(ﬁ) . Ng
Rg™ = ) RE <27 Ry (6)
t<&cf(ﬁ)

'Ver mi nota Algunos Teoremas sobre los dlef, Fund. Math. VII, pag.7
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8 8 8
Dado que Rz < Rg < 97 (lema 1¢ y 5%), tenemos 27, Rerp) = 27 de donde, y en virtud de

(6)

Rer(p) Ng
Como por hipétesis a > 2, se obtiene del lema 5°:
R R
ar >27. (8)

Resulta de (7) y (8) inmediatamente que en el caso considerado se tiene igualmente la férmula
buscada:
Ng Rer(p)
a- > Rg~ l.q.q.d.
Asi queda completamente demostrado el lema 6.

a . ) Nﬁ R Nﬁ
Lema7.%)Sia > 2y vy < cf(B), se tiene (a=)™ = a-;

Rg
©YSia > 2ycf(B) <y < B, setiene (a- ) = a';
N
©)Sia>2yp < v, setiene (af)&?’ = o¥;

Demostracion. a) En virtud del lema 1¢ la desigualdad y < cf(B), admitida por hipétesis, implica

v < B,portanto1 < B. Con aguda de los lemas 5° gy 6°’se concluye de aqui que anB — Z a =
1<£<B
a™ + Z @', de donde
1<£<B

a%g = Za&f. (1)

£<B
Dados niimeros ordinales £ 4 ', ponemos:
Riem = Re; (2)
de (1) y (2) obtenemos:
Ry
(cfi*)m = Z e = l—l Z e (3)
£<B n<wy £<B

(4) Sea @, la clase de todas las sucesiones de niimeros ordinales ¢ del tipo w, que cumplen la
condicion: @, < B para n < w,.
Aplicando la ley distributiva general (de adicién y de multiplicacién de los niimeros cardinales), se

deduce de (3) y (4) que )
(a2 = Z l—[ Nonm) (5)

ped n<wy
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Teniendo en cuenta (2), concluimos de (5) que

() =2 | o™= ZZ - ©)

PED N<wy @ped

Se tiene por hipétesis E[n < w,] = R, < Rcfp); seglin (4) R, < Rg, cuando n < w, y ¢ € .
n

Poniendo entonces en el lema 3*: a = B, B = E[n < w,] y f(n) = R,,, se alcanza la conclusién
n

Z Ry, < Rg, de donde en virtud de (1)

N<wy

X
I para @ &by (7)

Se debe observar ademas que segun la definicion conocida’de‘la exponenciacién de los nimeros cardi-

—
nales y en razon de (4) la clase ® es de potencia (B) ! < &27; como ademas R, < R.f(g), se obtiene de
conformidad con la definicién 4:

A Rertg)
I (8)
Las férmulas (6)-(8) implican que
R Ng el
(R7)Y < a8 . (9)
Rer(p) Ng

R R
Resulta del lema 6° que Ao R~ ; por consiguiente (9) conduce a: (a - P < a~.Comola desigualdad
inversa es evidente, se<tiene finalmente:

N N
(@2 = a~ lL.q.q.d.

®) De acuerde €on el lema 2 existe una sucesién de niimeros cardinales f del tipo wef(g) que verifica
las férmulas:

Ne= Y fe y 0<fe<¥ para &< wp (10)

£<we(p)

Se obtiene facilmente de (10):

av = [] o (11)

E<wer(p)
y, en virtud de la definicién 4,

8
¢ <a” para £ < Wef(p)- (12)
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Como ademas, de acuerdo con la hipétesis del lema, E[&’ < werp)] = Repp) < Ry, las férmulas

(11) y (12) dan inmediatamente:
N
a% < (a”

g (13)

N N, N
Por otra parte, resulta de los lemas 5% y 6° que a’ <a - =%, dedonde (a” ) < (aM)Y =

a’¥%7; como ademds, por hipétesis se tiene &, < Rg, se concluge que

(a}iﬁ)ﬁv < a'. (14)

N
Las desigualdades (13) y (14) de inmediato implican la férmula buscada: (avB P Load,

¢) Poniendo en la identidad ®) ya establecida anteriormente v = B y teniendo'én cuenta el lema 1¢,
NB NB .
se concluge que (a~ )™ = a, de donde, para todo 7, (a~ )%™ = o™ Jueoo, si B < 7, obtenemos
yeq p g
ahi mismo:

N
(@l = o l.q.q.d.

Ng N

Lema 8.%)Sia > 2y 7y < cf(B), se tiene (avﬁ)j = Q<

Ng X
b)SiaEchf(B)<7£B+1,setiene(avﬁ)

Rp Ry
©)Sia>2yB < v,setiene (a-)- = a™.

Mg TN
Demostracion. a) De conformidad con ellema 7¢ se tiene (a~ ) = a- parafyy < v < R, < Regp);

Rg
como ademés, en virtud del lema 5%, a - _esun niimero transfinito, esta igualdad subsiste también en el
caso en que O < v < . Por consiguienteyse obtiene con ayuda de la definicion 4:

R Ny R R R _
(avﬁ)v =Z(avﬁ)‘= Z (af)t=af-]§[0<t<&7]. (1)
TR, 0<e<®,

Por otro lado se sabe'que. 1¢<E[0 < v < R,] < R,; como se tiene ademas por hipétesis que
T

8
R, < Repip Y, en virtud dedlos lemas 19 y 59, Rerp) < Rg < a-, se concluye que

_— R
1<E[0<t<R®,]<a-. 2)

Np Ny Np
Las férmulas (1) y (2) de inmediato dan: (a-)- =X-, lLq.q.d.

®) Poniendo en el lema 7°: v = cf(B) y luego v = B, se tiene:

(aﬁf)ﬁcm =% = (a}?)}(ﬁ. (3)

Teniendo en cuenta la formula: cf(B8) < 7 < B + 1, admitida por hipétesis, es facil concluir a
partir de los lemas 5% y 6°:
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Ng N, Rer(p)+1 Rg R N, Np+1 N N
(@)% = (a7) = <(a7)7 <a”) = =(a7) . (4)
Ademas el lema 6° da:
Ny kQBJrfl
aFf =aqa - (5)
Rg R, Rg1
Las férmulas (3)-(5) inmediantamente implican la identidad buscada: (a-)- = a - = a®.
N NBH
) Por hipétesis se tiene 8,1 < R,; en virtud de los lemas 5* y 6° se obtiene: a~ =a-
Z a = ' + Z a™, de donde

B+1<&<y B<&<y
= Y a' (6)
BLeE<y

Anélogamente se llega a la férmula:
Np R Mg
(@)~ = ) (@™ (7)
El lema 7¢ implica ademas que

R
@)% <@ para p<é (8)
De (6)-(8) se deduce inmediatamente la férmula
Rg R R
(@)~ =a-, lLq.q.d.
R
En los dos lemas anteriores hemos establecido ciertas simplificaciones de las expresiones (avB Py

Ng R, 3%,
(a- B) para diversos valores de 8y 7. En lo que toca a la expresion (a™)~, el problema anélogo no

conlleva dificultadesspor el lema 6°; dejemos que el lector formule el teorema correspondiente.

En unaparte de eStertrabajo la siguiente hipétesis H tendra que jugar un papel esencial; esta hipéte-
sis, llamada hipdtesis-de Cantor sobre los alefs o hipdtesis del continuo generalizada, hasta hoy, como
es sabido, no ha'side demostrada, ni refutada.

Hipoétesis H Para todo niimero ordinal a se cumple 2%« = R 4.

Entre las muchas consecuencias de esta hipétesis, conocidas hasta ahora, sélo hay dos que son im-
portantes para nuestras consideraciones, sin embargo, como veremos, ambas consecuencias son equi-
valentes a la misma hipotesis.

Lema 9. La hipdtesis H equivale a cada una de las proposiciones siguientes:

Re
@) Para todo niimero ordinal « se tiene 2= = R,;
®) Para cada niimero ordinal a se cumple p(a) = cf ().
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Demostracion. 1. Supongamos que la hip6tesis H es verdadera. En virtud del lema 5% (para a = 2,
b =%y y c=R,)se tiene que o = + Z 2% luego, conforme a la definicién 4 y la hipétesis H,
E<a
2%“ = Ry + Z&gﬂ = R,. Por lo tanto

E<a
La hipétesis H implica a la condicién @) (1)

II. Admitamos ahora la proposicién ¢).

En razén del lema 7% (para a = 2) es valida para todo £ < cf(a) , (2@)% = 2%1, de donde
conforme a la proposicién %) Rt = R,; utilizando el lema 4° se obtiene esta desigualdad: € < p(a).
Hemos mostrado asi que la formula: € < cf (a) implica siempre: £ < p(a) y coneluimos que cf (a) <
pla). La desigualdad inversa: p(a) < cf(a) se establecié en el lema 4%; por loutanto, p(a) = cf ()
para todo nimero a.

Este razonamiento demuestra que

la condicién ) implica a la condicién»®). (2)

II. Admitamos finalmente que la condicién ) se cumple.

De acuerdo con el lema 1°, cf(a + 1) = a + 1, donde ségutin la condicién ®) p(a + 1) = a + 1.
Por consiguiente o < p(a + 1), lo que dé en virtud del lema 4°: 84,4 = X0, También se tiene
e = 30 (puesto que 2% < 8¢ < (28a)Ra — OBy obtenemos: 28 = R, 4, independientemente
del nimero a.

Asi hemos probado que

la condicion ®) implica a la hipétesis H. (3)

En razon de (1)-(3) el lema (9) queda plenamente demostrado.
El enunciado de la proposicién 9° se diferencia sélo por su forma externa de otra consecuencia de
la hipétesis de Cantor:

si B < cf(a), setiene N = R,

que informé en mis notas anteriores jj demostré de manera un poco diferente!. Sin embargo, la forma
actual de la hipétesis 9° me fue gentilmente comunicada por el Sr. Zermelo en 1928.

Definicion 5. ) U(A) = E[X c A

") Us(A) =E[X CAy X < R,];
°) V(A) = E[A C X].

'Véase mi nota citada en la Fund. Math. VII, pag. 9-10, y mi articulo: sobre la descomposicién de los conjuntos en
subconjuntos casi disjuntos, Fund. Math. XII, pag. 202
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Lema 10.¢) U(A) = 2%;

||

b) si A > Ry, setiene Ug(A) = (A)~ y Ugst(A) = Ugst(A) — Ug(A) = (A

[ — N

) Uald) < (&)
4y SiA =R, y B < pla), setiene Ug(A) = R,.

Demostracion.

@) Es el enunciado del teorema conocido de Cantor.

b) se basa en un teorema conocido, por el cual

Sea A un conjunto infinito, si', A > b, setiene E[X CAy X-= b] = ((A)

S ¢

Aqui esté el esquema de la prueba del teorema mencienado. Sea:

)FZ[XCAy§=b]=c

La definicién de la exponenciacién delos niimeros cardinales facilmente implica que cualquier

conjunto de potencia (A)® puede dividirse en ¢ conjuntos disjuntos; usando el axioma de eleccién se
obtiene: ¢ < (ﬁ)b Por otra parte; Salvo en el caso trivial b = 0, la desigualdad A > b trae consigo
(E) - A. b; utilizando la'definicién de la multiplicacién de los ndimeros cardinales, facilmente
se llega a la conclusion de que cualquier conjunto de potencia A. b, en particular el conjunto A,

admiten por lo menos (A)" subconjuntos de la potencia b, por lo tanto, ¢ > (A - b)® = (A)°. Si
juntamos las dos desigualdades , se obtiene de inmediato:

Ahora, se sigue de la definicién 5° que U, (A) = E[X CA vy X < Ry = Z(E[X C

<Ry

A y X = t]); siendo disjuntos los sumandos de la dltima suma, se concluye que

U, (A) = Zg[x cAy X=rt. (2)

<Ry

Como por hipdtesis: A > R, las condiciones (1) y (2) dan: Uy(A) = Z(ﬁ)t, por lo tanto,
<Ry
conforme a la definicién 4:
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U,(A) = (A)~. (3)

De manera similar se obtiene la igualdad: Ugy1(A) = (ﬁ)&aj1 y se sigue por aplicacion del lema
6°:

Ugit(a) = (A). (4)

Por tltimo, se obtiene facilmente de la definicién 5° que Ugy — Uy (A) = E[X CAy X = R, ],
donde debido a (1):

U, 1(A) — U (A) = (A (5)

En virtud, de (3)-(5) todas las férmulas ®) quedan establecidas.

En el caso en que A > R, la formula: Uy (A) < (Z)Nva se dédiice inmediatamente de °). Si por

el contrario A < R, se sigue de acuerdo con la definicion 5% g el lema 10% (se omite el caso
evidente donde A < 2):  Ug(A) < U(A) = 22 < {A)A < Z(Z)t, de donde conforme a la

<Ry

definicién 4, Uo(A) < (A, Lqq.d.

) Por los lemas 19 y 47 la desigualdad: B '< p(a) implica: g < R, = A; por lo tanto, poniendo en
f—— —= R Nﬁ
®): & = B, se conluye que Ug(A) =Y(A) Y =Ry . Atravésdela aplicacion del lema 6% obtenemos

la f6rmula buscada:

Us(A) = X,

Definicién 6. f (A)=Es)[x € A] (suponiendo que la funcién f se define para todos los elementos

del conjunto A).

El conjunto f(A) sesuele llamar la imagen del conjunto A dada por la funcién f. Varios teoremas

elementales sobre las im4génes de conjuntos han sido publicadas previamente !). Voy a establecer unas
cuantas relaciones menos conocidas entre las potencias de los conjuntos y las de sus imagenes.

Lema 11. a)?A) < E:

®)si A - E[f(x) = y] < b para todo elemento y de f(A), se tiene A< f(A)-b;

°)Si A > RoysiA-E[f(x)=y]<b< Epara todo elemento y de f(A), se tiene f(A) = A;

Vease p. ¢j. A. N. Whitehead y B. Russell, Principia Mathematica, vol. I, 2da. Ed., Cambridge 1925, *37. *40 y *72
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d) Si A =R, ysiA- E[]‘ x)=y] < Epara todo elemento y de f(A), se tiene f(A) > Ref(a); si

ademds cf(a) = «, se tiene f(A ) =R, = A
Demostracion. Escribimos para todo elemento y
Gly) = A-Elf(x) = y]. (1

Utilizando la definicién 6 se deducen facilmente de (1) las propiedades de la funcién G siguientes:

Gly) # 0 para y < f(A); (2)

si G(y)-G(z) £ 0,setieney = zy Gly) = Glz). (3)

En virtud de (2) y de (3) la funcién G transforma de una manera biunivoca el conjunto f(A) en la
= € f(A

clase G(f(A)) G](E 3% )]; estos conjuntos son, pues, de igualipotencia:
y)

f(A) = G(f(A)). (4)
Debido a (1) y a la definicién 6, podemos facilmente obtener la siguiente descomposicion para A:

A=Y Gly) (5)

vef(A)

segtin (2) y (3) los sumandos defesta descomposicién son disjuntos no vacios, se concluye con el

axioma de eleccién que G(f(A)).= G](E )[y cflA)] < A, por lo tanto, por (4)
y

f(A) <A, (6)
La férmula (5) da.més (segtin un teorema conocido de la teoria de la igualdad de potencias):

(y) < bpara y € f(A), setiene A < f(A)-b.

—_~
~
=

Supongamosiahora que A >R yque G(y) < b < A paray € f(A). Si tuvieramos f(A) <

el

usando los teoremas conocidos de aritmética de los nimeros cardinales obtendriamos: f(A)-b < A-A =

A, esto contradice claramente la condicién (7); por lo tanto, en virtud de (6), f(A) = A. Por lo tanto:

siA >Ry Gly) <b< Aparay e f(A), se tiene f(A) = A. (8)

Supongamos: A =3, y Gly) < A paray € f(A). Sustitugendo B por f(A) y F por G en el lema
3° y teniendo en cuenta (5) es facil deducir que la desigualdad f(A) < Ref(q) implica una contradiccién.

R, = A.

Por lo tanto, f(A) > Ref(q); si ademads se tiene cf (&) = @, se obtiene de (6) lo siguiente: f(A)
Asi, hemos demostrado que
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sij

@4):: Ry =

I

(v) < A para y € f(A) se tiene f(A) > Ref(q); si ademds cf(a) = a, ocurre

Il
A
Q
Nef
&
;>||

()

Mediante la unién de las condiciones (6) - (9) con la férmula (1) se vera que el lema en cuestion esta
plenamente demostrado.

Para concluir esta seccién voy a extender la nocion de limite inferior, limite superior yla de limite
de las sucesiones infinitas de conjuntos del tipo w a las sucesiones de conjuntos de tipo arbitrario.

Definicion 7. ¢) hmFg = Z l—l Fy;

I

E<a €<n<a
®) limF, = F,;
JimFe =3, []
£<a £<n<a
©) La sucesion de conjuntos F del tipo a es convergente, y el llm Fe = A, cuando limFe =
£<a

limFe = A.
E<a

Varias propiedades elementales de los conceptos definidos-anteriormente se obtendran por medio
de generalizaciones faciles de teoremas conocidos sobre lo§limites de sucesiones infinitas de tipo! w.

Por lo tanto, me limito a establecer algunas férmulas que, hasta donde yo sé, han sido hasta ahora
senialadas en ninguna parte, incluso para las sucesienes infinitas ordinarias.

Lema 12. %) im(F¢ - G¢) C hm Fe - imGg C lim(F¢ - Ge);

£<a Ea E<a
®) si las sucesiones de con]untos Gg 9Fe- Ge del tipo o son convergentes, la sucesion de conjuntos

Fe- llm Gg es convergente y hm(F e lg}m Ge) = llm(F e - Ge).
<

Demostramon. De la deﬁn1c10n 79% que )lan(Fg Ge) ClimFe y lim(Fe - Ge) C lim Ge C
E<a &<a &<a £<a

limGg, por lo tanto,
P P

llm(Fg Gg) C llm Fg llmGg (1)

£<a £<a

Por otra parte, como es facil ver, £ y & siendo dos nimeros ordinales tales que &€ < & < «, se

tiene l—[ F, Z G, C Z (Fy - Gyp), por lo tanto, a fortiori,

£<n<a &1<n<a &<n<a
[ Fn-lr;geﬁ [1FE-T] Y., @Glc Y. (Fe-Gy.
£<n<a £<n<a E<a £<n<a &<n<a

En consecuencia, para todo nimero £ < « (no necesariamente > &) se concluye: l—[ F, -
E<<a

Veése por ejemplo W. Sierpinski, op. citus, péags. 16-18.
2Estas son generalizaciones de las férmulas conocidas de secesiones infinitas ordinarias (vease nota anterior)
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limG, C (Fy - Gy); entonces, se obtiene: Z l—l F, llmG C l—l Z - Gp), lo que

n<a
C<<a E<a £<n<a C<n<a C<La

permite enunciar rapidamente la férmula:

]lmF llmGg C llm(Fg Gg) (2)

£<a £<a £<a

Con las inclusiones (1) y (2) obtendremos la férmula deseada @), es decir:

lim(F¢ - Gg) C hm Fe - imGe C lim(F - Gg) (3)

E<a E<a E<a

Debido a la simetria de la férmula (3) respecto de las dos sucesiones’Ely G se tiene:

lim(Fe - G¢) C limFe - lim G¢ C lim(Fe¥' G 4
lim(Fe - Ge) C limFe - lim G lim (Ee* Ge) (4)
Supongamos ahora que las sucesiones de conjuntos Gg y-£'¢ - G¢ son convergentes, segtin la defini-
cién 7€ y las férmulas (3), (4) daran:

lim Fe - im G = hmF lim Gg = hm(Fg Ge). (5)

£<a E<a &<a £<a

Sin embargo, es facil deducir de la definicién 7% que para todo conjunto A se tiene® lim(Fg - A) =
E<a

limFs-A y lim(Fs-A) = limFs -.A
E<E £’ Y €<a( £’ ) E<a £

Esta observacion, nos permite-éscribir (5) como:

lim(Fe - lim Gg) = hm(Fg lim Gg) = llm(Fg Ge). (6)

E<a &<a E<a

Debido a la definicién 7¢ , (6) expresa que la sucesién de conjuntos F - lgim Gg es convergente y

que hm(F e lg;m Ge) = hm(F ¢ - Ge); la condicién b) del lema queda establecida.
<

Amablemente me comunicé el Sr. Saks el lema 12° (para a = w) como una generalizacién de un
lema, encontrado‘previamente por mi especialmente para uso en el presente trabajo, mientras que el
lema 12¢ era desconocido por mi.

Como es facil de verificar, el signo de multiplicacién puede ser sustituido en el lema 12 por el signo
de adicion.

A continuacién voy a tener que operar varias veces con los conceptos presentados en esta seccién
sin indicar si quiera, las definiciones; voy a aplicar los conceptos introducidos en las definiciones 5 y 6,
a conjuntos de todo tipo (no sélo a los conjuntos de individos, sino también a clases de conjuntos, a las
familias de clases, etc.)

§2. Algoritmo de las operaciones sobre las clases de conjuntos.

3Véase la nota de la pagina 16.
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Como se dijo en la introduccién, nos ocuparemos en este trabajo de ciertas operaciones (funciones)
F que hacen corresponder, a una clase cualquiera K de conjuntos, otra clase F(K). El uso de estas
operaciones se facilita considerablemente por un algoritmo del cual voy a delinear a continuacién los
rasgos generales

Primero presento dos relaciones entre operaciones: la de identidad y la de inclusién, que denotaré

o o

=y C, respectivamente.
Definicion 8.
) F 2 G, cuando se tiene F(X) = G(X) para cualquier clase de conjuntos X;

5 F C G, cuando se tiene F(X) c G(X) para cualquier clase de conjuntos X.

Entre las operaciones sobre operaciones, la de adicién ocupa el primerdugar; el resultado de esta
[e]

()
adicion se denotard con F + G respectivamente con Y F,
xcA

Definicion 9.

9 [F + G](K) = F(K) + G(K);

°) [Y FJK) =)  F(K);

x€eA xeA

En la préctica, suprimiremos a veces los corchetes | | de las expresiones dadas por la definicién 9°;
las demaés definiciones andlogas se formularan sin esos corchetes.

En vez de establecer aqui, una por,una, las leyes concernientes a las definiciones que se dieron, doy
el lema general siguiente cuya demeostracion facil estara al alcance del lector:

Lema 13. Las relaciones'=, C ylas operaciones +, Z satisfacen todos los postulados del dlgebra

de la l6gica.!
También defino lamultiplicacion relativa de las operaciones, designando el resultado por FG, res-

pectivamente mediante l—’ F¢; el producto l—l F¢ cuyos factores son todos iguales entre sf, se denom-
1<€<w 1<€<v
inard, como es costumbre, con v-ésima iteracién (potencia) de la operacién F y designard mediante

.

Definicion 10.

'En el articulo de M.E.V. Huntington, Sets of independent postulates for the algebra of Logic, Transact. of the
American Math. Soc. 5, 1904, pags. 288-309 pueden encontrarse conjuntos de postulados del algebra de la l6gica
que s6lo contienen, en calidad de nociones primitivas, las de identidad y de inclusién o identidad y suma finita (dos
sumandos). Es facil modificar estos sistemas para involucrar la nocién de suma generalizada, (suma de cualquier clase
de sumandos), una nocién que no suele considerarse en el dlgebra de la l6gica.
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) FG(K) = F(G(K));

®) ﬁ F:(K) = Fy(K) parav = 1;

1<€<w

l—[ F:(K) = l—l F¢(F,)(K) para todo v tal que 1 < v < w;

1<€<w 1<&€<v-1

°) F¥(K) = l—l Fe(K) enel caso donde 1 <v < wyFg Z F para todo &,1 < & < v.

1<€<y

Nos encontraremos frecuentemente con el producto relativo usual FG;por lo tanto formularé aqui
explicitamente algunas propiedades elementales de esta nocion.

o

Por el contrario, la nocién de producto general l—l F¢, y en particular la de iteracién v-ésima de una
1<€<w
operacion F | es decir F?, tendra escasa importancia en lo quessigue. Nos encontramos habitualmente

frente a operaciones F cuyas iteraciones son idénticas, quesper lo tanto se pueden caracterizar por la

férmula: F2 = F; las operaciones de este tipo pueden llamarse iterables.
Lema 14.
%) [FGH = F[GH];
b) Si F C G se tiene FH C GH;

°) [F+ GJH = FH + GH;

if‘ G = i[FG];

Feg Fegs

)

¢) Si F2 = F,)G22 G y FG = GF, se tiene [FG]2 = FG.

Demostraeion. La‘demostracion es evidente.

En virtud dedadley asociativa recién formulada en el lema 13% no surgiran equivocos por suprimir
paréntesis en los simbolos de la formula [FG]H o F[GH].

A toda clase de operaciones § vienen a corresponder otras clases de operaciones, especificamente
las clases de todas las operaciones que se obtienen por adicién o multiplicacion relativa o finalmente
mediante las dos operaciones efectuadas a la vez sobre los elementos de la clase §. Voy a introducir
simbolos especiales: &(F), B(F), y B(F) para designar las clases de operaciones asi obtenidas.

Definicion 11.

?) &(F) es la clase de todas las operaciones F que se pueden poner en la forma: F = Z G donde

Ged
BCFy&+0;
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®) B(F) es la clase de todas las operaciones F de la forma F = l—[ Fe,dondel <v<w y
1<€<y

Fe e §paral < € < v
%) B(E) = | |(EF + &(®) + B(®) C &)

Dejaré que el lector establezca las propiedades antes definidas, por ejemplo las propiedades, que
se expresan en las férmulas:

S(&(3)) = &(3), BHBE)) = B(F), B(B()) = B[E), &(3) + P(J) C BS), etc.

A propésito de las formulas °) - ) del lema 14, hay que observar que la inclusién G ¢ Hno siempre

536

GG

[e]

()
=Y [FG(y
Ge®

en particular tampoco lo hace F[G + H] Z FG + FH). Pero se conoeen nimerosas operaciones
F que llenan las condiciones en cuestion relativas a las operaciones arbitrarias G y H o relativas a
la clase arbitraria de operaciones &. Las operaciones tales se llamardn mondtonas, respectivamente,
totalmente aditivas; para designar las clases de todas las operaciones monotonas o aditivas se emplearan
respectivamente los simbolos 9t y 4l. Es importante distinguiriademads las operaciones de las categorias
intermedias, mas particulares que 901, pero mas generales que Ll; son especialmente las operaciones
semiaditivas de grado 8 (donde 8 es un ordinal arbitrario), euyas clases se denotaran aqui mediante g.

implica: FG C FH, igualmente no siempre se verifica la ley distributiva: F

Definicion 12.

@) M es la clase de todas las operaciones-Frque cumplen la condicién: si G y H son operaciones
[¢] ()
arbitrarias tales que G C H, se tiene FG C FH;

®) $les la clase de todas las operaciones F que cumplen la condicién: si & es una clase arbitraria
de operaciones, se tiene
[e)
2.6

Ge®

[e]

=Y " [FG);

Ge®

F

€) g es la clase de'todas las’operaciones F que cumplen la condicién: si & es una clase arbitraria

de operaciones, se‘tiéne
[e] (o)
>.G >.G
Ge® Ge &

(o}

3

R e Up(®)

F .

F

La definicién 12%° se aleja de las definiciones universalmente admitidas, pero les es equivalente
como lo muestra el siguiente:

Lema 15.

@) M es la clase de todas las operaciones F sujetas a la condicion: si X y ¥ son clases arbitrarias
de conjuntos, tales que X C Y, se tiene F(X) C F(Y);
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®) L es la clase de todas las operaciones F sujetas a la condicién: si Y es una familia arbitraria

de clases, se tiene
F(Y ) = Y EX);

XeY

€) Ug es la clase de todas las operaciones F sujetas a la condicion: si ¥ es una clase arbitraria de
conjuntos, se tiene F(¥) = ZF(X)
XeUg(Y)

Demostracion. ) Que la condicién del lema es suficiente para que F € 9, se deduce facilmente
de las definiciones 8°, 10% y 12¢. Para probar que esta condicién es a la vez necesaria, se tiene la razén
siguiente:

Supongamos que F € 901 y consideremos dos clases arbitrarias X 4'¥ tales que X C Y. Definimos
las operaciones G y H, pidiendo por ejemplo: G(Z) = X y, H(Z) = Y para cualquier clase Z.
Segtin la definicién 8° se tiene G & H, por lo tanto, debido a la definiciéon 12 obtenemos: FG E FH.
Usando las definiciones 8° y 10% llegamos a la conclusién dé que F(G(Y)) c F(H(Y)), por lo tanto
F(X) c F(Y). Se ha mostrado que para cualquier operacion monétona F la formula X C ¥ implica
F(X) c F(¥), Lq.qd.

®) y ©) se demuestran de manera analoga.

Con aguda del lema 15 se puede establecer una serie de condiciones, bien conocidas, que son
a la vez necesarias y suficientes para que ura operaciéon dada F sea mondtona, como por ejemplo:

F(Y) = Z F(X) para toda clase ¥; F(X)+F(Y) C F(X+Y), respectivamente F(X-¥) c F(X)-F(¥)
XcY

para cualesquier clases X y ¥ Z F(X)CcF (Z(H)), respectivamente F([](Y)) C l—l F(X) para

XeY XeYy
cualesquier familia de clases)Y, etc; también podemos formular las condiciones anélogas en términos

del algoritmo de las operaeiones. Las operaciones totalmente aditivas puede ser caracterizadas por la

siguiente férmula: F(¥) = Z F({X}) para toda clase ¥.

Xe¥
Algunas propiedades‘adiconales de las clases de operaciones consideradas se formulan en el lema

siguiente:
Lema 16.
) UcCsC M si 1 = Ry y 2% < Rg, se tiene Lg = M;

®) si B < v, se cumple: Ug C L,

°) siFEfmyGEfm,ocurreF-T—GEQﬁyFGEi)ﬁ;si&cfm,setieneZFEim;
Feg

d) siFEilyGEilsededuceF-T—GEﬂyFGEL(;siSCLLsetieneZFEL[;
Fej3
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°) siF € Ugy G € Ug, sein ereF—T—GELl;siSCil,setiene F c Ug;
B B B B B
Feg

T) si F € g y G € U, entonces la formula: y < B implica FG € Ug, y la formula: B < cf(y)
trae consigo FG € 4l,;

9) siF e g, G € Ugycf(B) = PBobiensi F € Uy G e LUg se tiene FG € L.

Demostracion. Las férmulas a) y b) resultan facilmente del lema 15 (si en particular, 1T =3,

y 2% < Rg, entonces en virtud del lema 10%, se tiene U(1) = 2% < Xg de donde X < Rg y
Ug(X) = U(X), para toda clase de conjuntos X; relacionandolo con el lema 15 @se concluye la
equivalencia de las férmulas: F € 9t y F € g y por consiguiente que Llg = M),

Las férmulas ©) - ©) se deducen de la definicién 12 con aguda del lema 14%%4

En cuanto a la proposicién /) se razona como sigue: Consideremos una elase arbitraria de conjuntos
K. Las operaciones F y G siendo, por hipdtesis, semiaditivas, son con mayor razén monétonas, por la
parte a) del teorema tratado. En virtud de ) la operacién FG también'lo es; con ayuda del lema 15% se
concluye que FG(X) C FG(K) para toda clase X C K. Por consiguiente:

Z FG(X) CFG(K) ¥ ) J“FG(X) C FG(K). (1)
XeUg(K XeUy(K)

Pero, sea Z un conjunto arbitrario de la clasetEG(K):

Z)¢ FG(K). (2)

Como F € g, se tiene segin el lema15°) FG(K Z F(Y
VeUgG(K)
como consecuencia de (2) ydela definicién 5° existe entonces una clase de conjuntos L que verifica
las formulas:

Z € F(L), (3)
LCGK) y L<3s. (4)
Por aplicacién repetida del lema 15 (para F = G y 8 = 7) se obtiene: G(K Z G(X
XeU,(K)

Teniendo en cuenta (4) se deduce con ayuda del axioma de eleccion, la existencia de una funcién H que
hace corresponder a todo conjunto Y de L una clase de conjuntos H(Y) de manera que se tenga:

Y e GH)Y) para Y eL; (5)

HY)cK y H(Y)<®, para YelL. (6)
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Como ya se ha dicho, las operaciones F y G son monétonas; de conformidad con el lema 15% y en
virtud de (5) se tiene pues:

Lc) GH(Y)cCG <Z H(Y)> , dedonde F(L)C FG <Z H(Y)> ;

YeL YelL YelL

en combinacién con (3) y (6), se obtiene:

Z ¢ FG <Z H(Y)> , donde ) H(Y)CK. (7)

YeL YelL

Pero, sea y < B, de donde R, < Rg. En virtud de (4) y (6) se tiene entonces Z H(Y)<R,-L<

Yel
N% = Rg. Segtn (7) se concluird que

Ze Y FG(X) paracy<B. (8)

XeUg(K)
Si por el contrario B < cf(7), se tiene en virtud de (4): L< Rcf(). Poniendo pues en el lema 3(b):

B=LyF ZH y teniendo en cuenta (6) se llega a la formula: Z H(Y) < %, que junto con (7), trae

. YeL
consigo:

Zec~Y . FG(X) para B <cf(y). (9)

XeU, (K)

Asi se prueba que (2) implica (8) y (9) para toda Z. Con ayuda de (1) se deducen las igualdades

Z FG(X) para ¥ < B

XeUg(K)

Z FG(X), para § < cf(7). (10)

XeUy(

En consecuencia del lema 15° las férmulas (10) que son vélidas para toda clase de conjuntos K,
dan finalmente:

FGe g para y<B y FGeil, para B<cf(y) 1.q.q.4.

Pero si en la afirmacién /) recién establecida, ponemos 7 = B respectivamente 8 = 0y y = B (y
si se toma en cuenta ¢)) se alcanza de inmediato la proposicién 9).

Asi queda por completo demostrado el lema 16.

Teniendo en cuenta la definicién 11, el lema 164 puede ser enunciado mas brevemente con
aguda de las formulas: S(91) = P(M) = B(OMN) = M, y S(YU) = PL) = BU) = Uy S(Llg) = LUs;
segun el lema 169 se tiene ademés P(Lhg) = B(Lhg) = g, cuando cf (B) = B.
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Aparte las operaciones semiaditivas de grado 3 se pueden considerar otras clases de operaciénes
mas estrechas que 1 y mas amplias que L. Como ejemplo de tal clase se puede mencionar la de las

() [¢]
operaciones aditivas en sentido estricto es decir operaciones F que verifican la férmula: F[G + H] =

FG + FH para todas las operaciénes G y H (respectivamente F(X + V) = F(X) + F(Y) para
todas las clases X,Y). Generalizando esta nocion, se llega a la de las operaciones aditivas de grado 8

(o}

Y. G

Ge®

(o}
[e]

= Z [FG], cuando & < Rg (respectivamente
Ge®

es decir, caracterizables por la condicién: F

F}(Y)) = Z F(X), cuando ? < Rg); esta nocién, por demds importante quedara sin aplicacién en

Xey
las cuestiones que nos ocupan.

Como ejemplo de operaciones efectuadas sobre las clases de conjuntos y que son'totalmente aditivas,
que por ello presentan todas las otras propiedades vistas anteriormente, se pueden-citar las operaciones
de la forma F (véase la definicién 6), donde F es una operacién arbitraria qiie hace corresponder los
conjuntos de individuos a los conjuntos de individuos.

En relacién con la multiplicacién de las operaciones desempenarcierto papel la operacion de la
identidad I, que la modula. Se debe observar que casi todas las operaciones de que nos ocuparemos en

o
estas consideraciones verifican la inclusién I C F; la operacion eonstituye pues desde cierto punto de

()
vista su cota inferior. Las operaciones F que cumplen la formula I C F pueden ser llamadas adjuntivas

Definicion 13. I(K) = K.
A continuacion algunas propiedades de la operacién I y las operaciones adjuntivas:

Lema 17.
DI € 4, luegoT € g e T € M;
(e} (e} o
®)IF = F = FIL, en particular 1= T;
(o) (o) (o)

°)siI C Fsetiene G C FG;si ademds G € 9, ocurre G C GF;

o) o) [e] (o) [e]

9)siI1 C F C Gy G? =G/ se tiene FG = G; si ademds G € I, se cumple GF = G;

o o [e]
€)sil C Fyl C Gusededucel C FG;
[e] e p—

f)si1 C F, ocirre K C E(K) y K < F(K).

Obsérvese que todas las‘nociones definidas hasta aqui en esta seccién son aplicables no solo a las
operaciones que hacen corresponder las clases de conjuntos a las clases de conjuntos, sino también a
toda operacién sobre conjuntos cualesquiera y teniendo como resultado conjuntos cualesquiera; en lo

ue se refiere a la definicion 10, tal restriccién de los resultados de las operaciones no es esencial. Un
q P
manejo sistematico con las nociones aqui introducidas y utilizadas en la extensién mas vasta haria posible
una descripcién muy breve aunque poco intuitiva de varios hechos obtenidos. Asi, por ejemplo, las

operaciones monétonas podrian ser caracterizadas por una de las férmulas: FU CUF, F= Y FU,
Y F C FY o FII C ITF, las operaciones totalmente aditivas por una de las férmulas: F = Y FJ

o e} —
o Y. F = FX, y finalmente las operaciones semiaditivas de grado f por la férmula: F = ) FUg. Sin
embargo, para no dificultar atin mas la lectura de esta obra no abusaré mas de la simbdlica de este tipo;
tan sélo de la nocién de multiplicacion relativa (definicién 10%) haré un uso lo mas vasto posible lo cual
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me permite por ejemplo suprimir los paréntesis exteriores en todas las expresiones de la forma f(g(x)).

A parte de la operacién I, otra operacion particular es de importancia considerable en lo que sigue,
a saber la operacion C que consiste en reemplazar los conjuntos X de una clase K por sus complemen-
tarios 1 — X.

Definicion 14. C(K) = 1EX[X e KJ.
Revisemos algunas propiedades elementales de la operacion C:

Lema 18.
) Ce i luegoC e Ugy C € M;

b) C2 21,

°) C(K) = K.

Demostracion. ), ®) y ¢) evidentes; ©) puede‘deducirse de ) y ®) con ayuda de las definiciones 10
y 12° y de los lemas 14¢ y 17°. La férmula e)vesulta del hecho de que la funcién F(X) = 1 — X es
biunivoca.

A toda operacion F se puede asociarotra operacion CFC que conserva muchas propiedades de
la operacion F; esta operacion CFCise llamara operacion doble de F y se denotara F*. Usaré con-
stantemente esta nociéon de dualidad en los capitulos por venir; gracias a estas propiedades, muchos
razonamientos se veran muy simplificados.

Definicion 15. F*(K) = CFC(K).
Algunas propiedades de las operaciones dobles estan reunidas en el siguiente:

Lema 19.
a) CFC = F%, (CF = F*C, C* = C;
b) F** ; F,‘

(o) (o)
¢) si F C G, se tiene F* C G%

d) [F + GJ* ZF G y en general

e) [FG]* ; F*G*,

T) si F? Z F, se tiene [F*]? Z F

Contents
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9) si F € 9, se cumple F* € MN;

k) si F € 4, ocurre F* € 4;

') Si F € g, entonces F* € ig;

) T* Z YLsil C F;sededuce C F*;
k) si F(0) = O, se tiene F*(0) = 0;

) siF(X) < L ), respectivamente F(X)
F*(X) < f(X) respectivamente F*(X)

f(i) para toda clase de conjuntos X, se tiene también
§(X) para toda clase X.

>
>

Demostracion. No presenta dificultad; uno se apoya en las definiciones 15,anteriores y en el lema
18.

Como es facil ver, la significacion del simbolo F* depende no sélo‘de la de F, tanto como en
el caso del simbolo C, de la interpretacion del signo 1 (véase péagina 2). Si se quiere suprimir esta
dependencia de la operacion F* respecto del significado de 1, habria\quie transformar convenientemente
las definiciones 14 y 15, poniendo por ejemplo C,(K) = AEX[X € K]y F*(K) = Cyx)FCyi)(K).

La nocion de operacion doble asi modificada no coincide ya.con la nocién primitiva y pierde valiosas
propiedades previas desde el punto de vista de estas investigaciones (en particular el teorema 33 de la
seccion siguiente deja de ser valido). Sin embargo, existen'operaciones F para las que las dos operaciones
dobles F* y F* coinciden, de tal manera que la operacion F* recupera entonces su significacién tnica
independientemente del modo de la interpretacion del signo 1; de tal naturaleza son las operaciones que
seran tema de §§5 y 6 de esta obra.

§3. Nocion general de elase cerrada respecto de una operacion dada

En esta seccién me propongo‘examinar las propiedades generales de las clases cerradas con res-
pecto a operaciones cualesquiera.

Una clase de conjuntos K se diee que es cerrada respecto a una operacién F dada cuando F(K) C
K

Se podria ademds distinguir las clases cerradas en sentido restringido es decir que verifican la
formula: FU(K) c U(K)."Sin embargo esta distincién no tiene importancia aqui puesto que ambas
nociones coinciden para las operaciones mondtonas, y las operaciones que nos interesan en este trabajo
son de ésta suerte.

Voy a introducir un signo especial para designar la familia de todas las clases cerradas respecto de
una operacién F:

Definicion 16. cl(F) = E[F(X) C X]

Voy a admitir como siempre que las clases de la familia cI(F) se conforman exclusivamente de
subconjuntos de un conjunto 1 dado de antemano (aunque la relativizacién de la nocién considerada en
razoén del conjunto 1 no es evidenciada en el simbolo cl(F) como ya se menciond al principio. Teniendo
en cuenta este hecho se establece facilmente el:
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Teorema 20. Si F es una operacién arbitraria, se tiene U(1) € cl(F) y cl(F) c UU(1).

Demostracion. Segun la definicion 5(a), U(1) es la clase de todos los conjuntos posibles (contenidos
en 1) y UU(1) es la familia de todas las clases posibles (contenidas en U(1)). Pero como F(U(1)) es
igualmente una clase de conjuntos, se tiene F(U(1)) ¢ U(1), de donde, por la definicién 16, U(1) C

cl(F); ademas cl(F) por ser una familia de clases, se tiene cl(F) ¢ UU(1). lq.qd
Teorema 21.

@) si F C G, se tiene cl(G) C cl(F);
b) CI(F £ G) = cl(F) - cl(G) y en general cl <XO;FESF> = [Tp.s Cl(EY

Demostracién. Esta resulta facilmente de las definiciones 8°, 9 y[6.

o ]
Apoyéandome en el teorema 21° voy a utilizar constantementelos simbolos cl(F + G) y cl(} p <
F) para designar las familias de todas las clases cerradas, con pespecto a dos operaciones F y G a la vez,

respectivamente con respecto a todas las operaciones de una‘clase § dada, simultdneamente.
El teorema 21° implica inmediatamente el

Corolario 22. Si cl(F) = cl(G), se tienecl{E'+ H) = cl(G + H).
Teorema 23.

a) cl(I) = UU(L);

b) cI(I + F) = cl(F);

¢) siI C F, se tiene ¢llF) = Ex[F(X) = XJ;

d) si F? = Fyl ¢ F, entonces cl(F) = FUU(1).

Demastracion.

@) Resulta inmediatamente de las definiciones 16 y 13

%) En virtud del teorema 21°, cI(I " F) = cl(I) - cl(F); como, en razén de @) y del teorema 20,
cl(F) c cl(I), se obtiene cl(I + F) = cl(F)

°) Fs una consecuencia inmediata de la definicién 16 y del lema 17”.

4) UU(I) es la familia de todas las clases de conjuntos, por lo tanto concluimos de ¢) que

cl(F) c Fg{)[X e Uu(1)]. (1)
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Por otro lado, consideremos una clase arbitraria de conjuntos X (X € UU(1)) y escribiamos: ¥ =
F(X). Como F? Z F, se tiene segtin las definiciones 8 y 10: F(¥) = FF(X) = F2(X) = F(X) = ¥, de
donde a fortiori F(¥) C Y, por tanto, de conformidad con la definicién 16, ¥ € cI(F). Asi se demuestra
que para todo X € UU(1) se tiene F(X) € cl(F); en otros términos:

F&)[X e UU(1)] C cl(F). (2)

Las inclusiones (1) y (2) dan la igualdad:

cl(F) = Fg{)[X c Uu(1)};

poniendo en la definicién 6, f ZF y A = UU(1), se obtiene la férmula que se busea:
cl(F) = FUU(1).

En razén del teorema 23° se comprende que aqui nos podemos limitar a las operaciones adjuntivas

[e]
G, es decir que verifiquen la inclusion: I C G (véase la pag 24). Al éxaminar la nocién de clase cerrada
respecto de una operacion arbitraria F se puede, en efecto reemplazar esta operacion por una operacion

adjuntiva G (por G 21+ F) de modo que las familias correspondientes cl(F) y cl(G) coincidan.

Teorema 24.

) SiF e Mol C G, ocurre cl(F + G) C cl(FG);
b)siFeMyl C G, se tiene cl(FG) @ cl(F);
€) sil CF, se cumple cl(FG) C.el(G);

d) siF e M1 C Fel C Gisetiene cl(FG) = cl(F + G) = cl(F) - cl(G).
Demostracion.

@) Sea X € cl(F & G). En_razon de las definiciones 16 y 9% se tiene F(X) + G(X) C X, de donde
F(X) c Xy G(X) ¢ X Si F € 9, se aplica el lema 15%, reemplazando X por G(X) y ¥ por X;
de la inclusion G(X)C X se obtiene asi: FG(X) C F(X), lo cual junto con la férmula: F(X) ¢ X
dara: FG(X) c X. Si por otra parte I C G se tiene en virtud del lema 17 X ¢ G(X) de donde
G(X) = X; al reemplazar por tanto X por G(X) en la formula: F(X) C X se obtiene de nuevo:

FG(X) C X. Ahora, de acuerdo con la definicién 6, esta tltima inclusién equivale a la férmula:
X € cl(FG).

Asi hemos probado que las hipoétesis de la formula: X € cl(F +G) siempre implica X € cl(FQG).
Por consiguiente la inclusién buscada cl(F + G) C cl(FG) queda establecida.

%) Segun el lema 17¢ las férmulas F € M e 1 ¢ Gdan F C FG; con ayuda del teorema 21¢ se
concluye que cl(FG) C cl(F), Lq.q.d.
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¢) se demuestra en forma completamente anéloga.

4) las férmulas ) a la ©) antes establecidas implican que cl(F + G) C cl(FG) c cl(F) - cl(G).
Juntando esta doble inclusién con el teorema 21° se obtiene:

cl(FG) = cl(F + G) = cl(F) - cl(G), lqqd.

Teorema 25.Si I C Fy1l < v < w, setiene cl(F") = cl(F).

Demostracion. De la definicion 10 se deducen las férmulas siguientes:

F!ZF y FF=FF’ = F"'! (paral <0< ). (1)

Remplazando en los teorema 21° 1y 24%, F por F” 3y G por F s¢ obtiene: cl(F)-cl(F) = @(F” " F) C
cl(FYF); de donde segtin (1):

cl(F”) - cl(F) c cUP*). (2)

Con ayuda del principio de la inducciéon completa se concluye que

cl(F) C cl(E”)» (paral < v < w). (3)

En efecto, el nimero v = 1 verifica la férmula (3), pues segtin (1) se tiene cI(F) = cl(F!); si ahora
un niimero arbitrario v con 1 < v <.w verifica la férmula (3) se obtiene por (4), cl(F) C cl(F"*!), de
modo que el nimero v + 1 verifica la,misma férmula.

Por otra parte, poniendo en el'teorema 24° G ZF y tomando en cuenta (1) se llega a la férmula
cl(F**1) c cl(F"); de donde se obtiene facilmente por induccién:

cl(F") c cl(FY) =cl(F)  (paral < v < w). (4)
la inclusiones (3)y (4) dan inmediatamente

cl(F") = cl(F), lqqd.
Teorema 26.c1(F*) = C(cl(F)).

Demostracion. Sea X € cl(F), luego segtin la definicién 16, F(X) C X con ayuda de los lemas 15¢
y 18 @ se obtiene: CF(X) C C(X), de donde, en virtud del lema 19* F*C(X) c C(X). Por consiguiente,
en razon de la definicién 16, se tiene C(X) € cl(F*).

Este raciocinio demuestra la inclusién: C(cl(F)) C cl(F*).

De manera por completo analoga podemos demostrar que a toda clase ¥ € cl(F*) le corresponde
una clase X € cI(F) tal que Y = C(X). Resulta de ello la inclusién: cI(F*) ¢ C(cI(F)) que junto con
la inclusién precedente, proporciona la identidad buscada:

cl(F*) = C(cl(F)).
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Corolario 27. Si cl(F) = cl(G), se tiene cl(F*) = cl(G*).

Teorema 28.

4) SiF € Myl C F, setiene cl(C + F) = cl(C + F*) = cl(C + F + E*) = cl(CF) = cl(CF*) =
cl(CFF*);

b) si F € 9, se tiene cl(C + F) = cl(C + F*) = cl(C + F + F*).

Demostracion.

@) En virtud del lema 1997 ocurre por hipétesis

FFeM e 1CF5 (1)

con ayuda de los lemas 16°, 17¢ y 187 se obtiene de la hipétesisy/de (1):

FF* c M y I C FF; CF € M)y CF* € M. (2)

Aplicando dos veces el teorema 24 (para F =R y G = F y luego para F =C y G = Fy
tomando en cuenta el lema 18%, se concluye qué

cl(C + F) C cGF) y cl(C + F*) C cl(CF*); (3)

e igualmente, en virtud de la hipétesis 1j de (1), el teorema 24° proporciona:

cl(CF) c cl(C) y cl(CF*) C cl(C). (4)

Al reemplazar en el teorema 24%, F y G por CF y CF* respectivamente, se obtiene segin (2):

cl(F Y CF) C cl(CECF), respectivamente cl(CF* + CF*) C cl(CF*CF*) de donde en razén
del lema 19%®

cl(CF) C cl(F*F) y cl(CF*) C cl(FF*). (5)

Teniendo en cuenta la hipétesis y (1), el teorema 24° implica ademas que cl(F*F) C cl(F*) y
cl(FF*) C cl(F); al juntar estas inclusiones con (5), obtenemos:

cl(CF) c cl(F*) y cl(CF*) C cl(F). (6)

Las férmulas (4) y (6) proporcionan: cl(F) C cl(C) - cl(F*) y cl(CF*) C cl(C) - cl(F); como en
virtud del teorema 21°,

cl(C)-cl(F*) = cl(C + F*) y cl(C)-cl(F) = cl(C + F),
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y se concluye que

cl(CF) C cl(C + F*) y cl(CF*) C cl(C + F). (7)
De (3) y (7) se deduce inmediatamente:
cl(C + F) = cl(C + F*) = cl(CF) = cl(CF*). 8)
El corolario 22, si en él reemplazamos F por C +F G por C +F* y H por F* nos conduce,
segun (8) a:
cl(C + F + F*) = cl(C + F¥). (9)
Apliquemos finalmente el teorema 24¢; poniendo G Z Ergen virtud de la hipétesis y de (1)
concluimos que cl(FF*) = cl(F + F*) de donde por el corolario 22:
cl(C ¥ FF*) = cl(€"+ F + F*). (10)

La férmula (8) deducida para toda operacién monétona y adjuntiva, permiten segtn (2) en partic-
ular cambiar F por de EF*; se obtiene«pues: cl(C + FF*) = cl(CFF*) de donde en virtud de

(10):
cl(C + F + F*) = cl(CFF*). (11)
Las igualdades (8), (9), y (1) constituyen la férmula por demostrar

En virtud de los lemas 16, 17¢ y 13 se tiene 1 YFecMelCI+ F, de donde poniendo en ¢) F

envezdeI + F y-teniendo en cuenta el lema 1997, se obtiene:
CHC + 1+ F) =cl(C+I1+F) =cl(C+I+F+F).
Usando el teorema 23° resulta la férmula que se busca.

De los teoremas 24 y 28 se pueden deducir ciertas consecuencias de un caracter mas general.

Consideremos una clase arbitraria § compuesta exclusivamente de operaciones monétonas y adjuntivas
y agreguemos a esta clase, si se quiere, la operaciéon C que es monétona pero no adjuntiva. Con ayuda

de la
{C}

adicién y de la multiplicacion relativa se pueden formar de las operaciones de la clase §, resp.
+ §, diversas operaciones mas; hemos convenido en designar con el simbolo B (F), respectivamente

B({C } +7F) la clase de todas las operaciones formadas asi (véase definicién 11¢). Ahora bien, generalizar
los resultados expresados por los teoremas 249 y 28, se puede mostrar que en el curso de tal estudio
de las clases cerradas respecto a las operaciones consideradas uno se puede restringir a sélo considerar
operaciones de estructura bastante simples, a saber, las que se obtienen de las clase primitiva §, de sus
operaciones dobles y de las operaciones C e I por adicién tinicamente. En simbolos que se introdujeron

en la

definicién 11, se pueden especialmente demostrar los siguientes teoremas:
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[e]

A. SiF C M- Ep[I C F] se tiene Egy)[G € B(F)] = Ecyg)[G € S(F)].
B. Sig C M -Ep[l C F]y & = Ep[F € 3], se tiene

L GeB(CI+3) = E[Ge&({ICl+F+8) = {cll),clC)}+
E [Ge6E)+ EIGe6([F+0).

cl(CYG)

En el caso particular donde la clase § consta de una sola operacion, los teoremas A y B propician
los corolarios siguientes:

C. SiF € M yIC F, se tiene Ey[G € B{F})] = {cl(F)}.
D.SiFeMyl c F, se tiene

L [GeBHC F))

= {cl(I), cl(C), cl(F), cl(F*), cl(CAF), cl(F 1 F*)}.

Ademas se puede suprimir en el corolario C la hipétesis: F € 9, obteniendo asi una generalizacién
del teorema 25. Limitandonos a las operaciones de la,clase B({C, F }) (véase la def 11°), el corolario D
puede ser desarrollado y completado como sigue:

E) BHC,F}) = {LLC} + PHF, F*}) +BcalG € P({F, F*})];

b) siF € Mel CF, se tiene

E )[G &BF, F*})] = {cl(F),cl(F*),cl(F + F*)} y

cl(G

£ [G &FFFJ)] = (el(C Y F).

el(CG

No voy a dar aqui la demostracién de estos teoremas.
El siguiente teorema merece mencién por su interes especial, aunque no tendra aplicacién en lo
que sigue:

Teorema 29.Si F € My K C cl(F), se tiene T1(R) € cl(F)

Sea X € R. Se tiene claramente I1(R) C X; como la operacién F es monétona se concluye por el
lema 15% que FTI(R) C F(X)). Pero, puesto que este razonamiento vale para una clase arbitraria de £,
se obtiene de ello la férmula:

FII(R) c | | F(X). (1)

XeR
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Como por otro lado & C cl(F) se tiene de conformidad con la definicién 16:

[ [EX) c [ [X=T118). (2)

XeR XeR

Las férmulas (1) y (2) dan inmediatamente: FTI(R) C I1(R), de donde, por la definicién 16:

T1(8) € cl(F),lq.qd.

Corolario 30. Si F € 9, a toda clase de conjuntos R corresponde una clase L que verifica las
formulas: L € V(K) - cl(F) y V(K) - cl(F) c V(L).

Vamos a escribir: & = V(K)-cl(F) y L = TI(8). Tomando en cuenta la definicién 5, se concluye
inmediatamente que L € V(K) y que V(K) - cl(F) C V(L) ‘ademas el teorema 29 proporciona:
L € cl(F). Por tanto, L es la clase que se busca.

Hay que notar que la hipétesis: F € 91 tiene un papel’esencial en los teoremas 29 y 30; se le podia
suprimir, sin embargo, si se hubiese convenido designar, @{(F) a la familia de todas las clases cerradas
en el sentido mas estrecho con respecto a la operacionF(véase pag. 26).

De acuerdo con el corolario 30, en la hipédtesis de que F es una operacion monétona puede hacerse
corresponder a toda clase de conjuntos K, la,clase mas pequena L que contenga a R y sea cerrada
respecto a F. En el caso mas general poco/puede decirse de la naturaleza de esta clase. Sélo en las
hipétesis especiales se puede establecer algunas propiedades mas profundas de la clase L; se tiene por
ejemplo el teorema siguiente:

— R
Teorema 31.Si F € g, donde cf (B) = B, ysi para toda clase X se tiene F(X) < (X) 2 entonces

a toda clase de conjuntos Kital que K > 2 corresponde una clase L que verifica las férmulas:

Rg

L e V(K)-cl(F), V(K)-cl(F)c V(L) yL < (K)~.
Demostracion. Pefinamos por recurrencia una funcién transfinita de clases de conjuntos K del
tipo wp, escribiende

Ko = K, (1)

Ke=F ZK" para 0 < € < wg; (2)

n<&

ademads sea
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Consideremos un conjunto arbitrario X tal que

X e F(L). (4)
Como por hipétesis F € Llg, el lema 15* proporciona: F(L) = ZYEUB(L) F(Y), en virtud de (4) se
concluye que existe una clase Y de conjuntos que verifican las férmulas:
X e F(Y) (5)
y 'Y € Ug(L), o en otras palabras (véase la definicién 5°)

VCLyV <R (6)

Tomando en cuenta la hipétesis y (3), se obtiene de (6): V< Rerigy y ¥ 0¥, Ke. De con-
formidad con el lema 3° (para B = ¥, a = By Fs = Kg¢), estas férmulas implican la existencia de un
ndmero ordinal £ tal que

0<&<wpy¥Vc) K, (7)

n<§
La operaci6n F es por hipétesis semiaditiva y con mas razén; monétona (lema 16%). Por consiguiente
segtin el lema 15% las férmulas (7) implican: F(¥) C E(}2); Ky), de donde, segin (2) F(¥) C Kg; en
virtud de (3) se obtiene

F(V)C L. (8)

Las férmulas (5) y (8) dan de inmediate:

X e L. 9)
Asi hemos mostrado que (4) siempre trae consigo (9). Se tiene pues la inclusién F(L) C L, de donde
por la definicion 16 L € cl(F);'como ademds, por (1) y (3), K C L, se llega a la férmula:
L € V(K) - cl(F). (10)
Pero se puede probar que L es la mas pequefia clase de la familia V(K). cl(F). Con este fin
consideremos una clase arbitraria X tal que
X € V(K) - cl(F). (11)

Por induccién facil se obtiene la féormula:

Ke C X para & < wg. (12)

En efecto, en virtud de (1) y (11), el nimero £ = O verifica esta férmula. Dése ahora un nimero
£, 0 < € < wg y admitamos que todos los nimeros 7 < & cumplen con la férmula (12). Se tiene
pues Y . Kpg C X; siendo monétona la funcién F (como se dijo antes), se concluye del lema 15 que
F(Zn Ky C F(X), de donde en razén de (2) K C F(X). Ya que por otra parte, por la definicién
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16, la férmula (11) da: F(X) C X, se obtiene de ello: K C X, lo que quiere decir que el nimero &€
tambien cumple la férmula en cuestion.

La férmula (12), establecida antes, implica que ) . <uy Ke C X, de donde, segin (3), L C X. Asi
se ve que la clase L esté contenida en toda clase de la familia V(K) - cl(F); se tiene pues

V(K) - cl(F) c V(L). (13)
En cuanto a la potencia de las clases K¢ y L, observamos en primer lugar las desigualdades
— — Rg
K < (K)” (14)
Y
_— &B
Ng < (K) -, (15)
que se deducen facilmente del lema 5°¢ (tomando en cuenta‘la desigualdad: K> 2).
Aplicando nuevamente el principio de induccién transfinita, establecemos la férmula:
— — Rg
Ke < (K) - patd€ < wg. (16)
En virtud de (1) y (14);
el nimero £ £,0 verifica la férmula (16). (17)
Sea ahora £ un ntimero ordinal tal que
0<€é< wpg (18)
y supongamos que
todo niimero n, n < € verifica la férmula (16). (19)

Resulta de (18)y(19) que Y 3, .- K, < K)- € < (K)VB-NB de donde, enrazénde(15), )}, . Ky <
—_— — 3 N

— R — —
K)-. Aplicando el lema 5°, se concluye inmediatamente que: O -e Kn) z < ((K)~)~. Como por

hipétesis se tiene.cf(B) = B, el lema 8% (para a = K y ¥ = ) proporciona: ((ﬁ)
finalmente se obtiene la férmula:

Rg

YK, | <K (20)

n<&

por otra parte, de conformidad con la hipétesis del teorema, se tiene:

Rg

FIY K, | <YK, | .

n<é n<é
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de donde, por (2),

Rg

K< | YK, | . (21)
n<g

— — N
Las desigualdades (20) y (21) dan inmediatamente: K¢ < (K) 2. en otros términos

el niimero € verifica la férmula (16) (22)

Asi se demuestra que las condiciones (18) y (19) siempre implican (22); tomando en cuenta (17), se
llega pues a la conclusién de que todo nimero € < wg verifica la férmula (16).
De (3) y (16) facilmente se deduce

de donde, en virtud de (15)

(23)
Las férmulas (10), (13) y (23) prueban que la elase L satisface a todas las condiciones del teorema.

= — R
Se debe observar que con la hipétesis: €f(B) < B la desigualdad L < (K)vﬁ , que figura en la
hipétesis del teorema anterior, debe ser reemplazada por una desigualdad mas debil, a saber:

T\ B

< (K)-.

ol

El propésito de este articulo’es la determinacién de las potencias de las familias cl(F) segtn la
potencia del conjunto universal 1 en el caso de diferentes operaciones particulares F, y entonces con-
viene hacer notar que en.el'caso general sélo se pueden establecer las cotas: inferior y superior de esas
potencias, como lo mueéstra el tedréma siguiente sencillo, por demas:

Teorema 32.Si 1 = Ry, se tiene 1 < cl(F) < 22; existen operaciones F tales que cl(F) = 1y

existen también operaciones F, por ejemplo F = 1, tales que cl(F) = 22,

Demostracion. En razon del lema 10% se tiene para todo conjunto A : UU(A) = oUA — 92

de donde, en particular UU(1) = 22, Juntando esta férmula con los teoremas 20 y 23 se obtiene

de inmediato: 1 < cl(F) = 22 ycl(I) = 22, Consideremos luego la operacién F definida por la
formula: F(X) = U(1) para toda clase X. Con ayuda de la definicién 16 facilmente se verifica que

cl(F) = {U(1)}, por lo tanto que cl(F) = 1, con lo cual se ha llevado a cabo la demostracién del
teorema.
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Suelen presentarse operaciones F que verifican la formula: F c Uz (es decir F(X) ¢ U(X(X))
para toda clase X). Y limitdndose a operaciones como éstas y a sus operaciones dobles, puede es-
tablecerse para la potencia de cl(F) una delimitacién més precisa que la del teorema 32, a saber

2%« < cl(F) < 92 (véase el teorema 49, §5).

Teorema 33. cl(F*) = cl(F).
Demostracion. La funcién C(X) es biunivoca; en efecto si, C(X) = C(¥), se tiene C C(X) =
C C(Y), luego segun el lema 18% y la definicion 13 se obtiene X = Y. De aqui que las familias cI(F) y

C(cl(F)) tienen sus potencias iguales, de donde por el teorema 26 cl(F*) = cl(F), Lq.q.d.

No hace falta explicar la importancia del teorema precedente para los problemas fundamentales de
estas investigaciones.

Cuando se trata de determinar la potencia de la familia cI(F) en casos particulares, el lema siguiente
es a veces de gran utilidad:

Lema 34.

@) Si F? ZF yl CF y si ademds la clase de conjiunios K verifica la formula U(K) c Ex[K -
F(X) C X], se tiene cl(F) > 2K,

®) Si ademds 1 =R, y K = 2%, se tiene ClUF) = 22

Demostracion.

@) Consideremos dos clases X-y ¥ sujetas a las condiciones:

XeUK), YeUWK) (1)

Segtin la hipdtesis, las férmulas (1) dan:

K-F(X) cXyK-(FY) cV. (3)

Comol C F, por el lema 17! X C F(X) y ¥ C F(¥), por lo tanto en virtud de (1) X C K - F(X)
y Y C K- F(Y); teniendo en cuenta (3), se concluye que

K=K-FX)y¥=K-F). (4)

De (2) y (4) se obtiene desde luego la igualdad:
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X =Y. (5)

Asf las férmulas (1) y (2) constantemente implican (5). Resulta de ello que la funcién F transforma
biunivocamente la familia U(K) en F U(K) en FU(K); son familias, por tanto de igual potencia,
de donde por el lema 10¢

FU(K) = 2K (6)

Por otra parte la conclusién evidente: K C U(1) implica que U(K) c UU(1) y FUK) C
F U U(1); con ayuda del teorema 23% y en virtud de la hipétesis concluimos.que

FU(K) C cl(F). (7)

las férmulas (6) y (7) de inmediato proporcionan:

=

cl(F) > 2

l.q.q.d.
®) resulta facilmente de @) y del teorema 32.

Seria deseable tener las generalizaciones de este lema, en que las condiciones concernientes a la

operacién F (sobre todo la condicién: F? = F),sean reemplazados por condiciones menos restrictivas.

En cuanto a las operaciones F que son simultdneamente iterativas, adjuntivas y mondtonas, se
puede demostrar la equivalencia de las formulas: U(K) C Ex[K - F(X) c X] y U(K) - Ex[F(X) =
F(K)] = {K}, de las cuales la priméra figura en la hipotesis del lema 34; las clases K que verifican la
segunda férmula podrian ser llamiadas irreducibles respecto a la operacion F . Es facil ver que toda
subclase X de una clase R que. cumpla la hipdtesis del lema 34® tambien cumple esta hipoétesis; esta
observacion es susceptible defacilitar la determinacion de la potencia de la familia de las clases de esta
especie.

El lema 34 proporciona un'método para determinar la potencia de la familia cI(F) en el caso donde
la operacién F es iterativa ghadjuntiva. Este método que utilizarémos varias veces, consiste en construir
una clase R que cumple con las condiciones del lema 34“ y tenga la mas grande potencia posible es decir

2% (donde 1 = R,); resulta entonces del lema 34° que la familia cI(F) es también de la mayor potencia
posible, es decir 22

Es manifiesto que este método no es aplicable siempre: falla en todos los casos donde la clase R
sujeta a las condiciones del lema, yj que sabemos construir es de potencia < 2. Aunque en este caso
todavia sea posible conseguir con ayuda del lema 34* una delimitaci6n inferior de la potencia de cl(F),
es normalmente mas facil alcanzar este resultado por otro camino. Asi, en el caso general, la clase vacia
puede ser la tnica clase K que verifica la formula: U(K) C Ex[K - F(X) C X]; el lema 34% no da

entonces mas que una delimitacién banal: cl(F) > 1. En la hip6tesis de que F C U X, se cumple esta
férmula, como se ve facilmente por toda clase de conjuntos ajenos.
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Por consiguiente, entre las clases de potencial %, por ejemplo K = J(1) = Ej;[x € 1], de donde

en virtud del lema 34% cl(F) > 2% pero la misma delimitacién sera obtenida en el teorema 49 de §5,
por un camino mas simple.
El método recién descrito se usard de inmediato para determinar la potencia de la familia c[(C).

Lema 35. Si 1 Na, exlste una clase de conjuntos R que verifican las formulas: U(K) C
Xly

Ex[K - C(X) C —ﬁ

Consideremos un elemento arbitrario a de 1 y escribamos:

K =U{1 - {a}). (1)

De (1) resulta que para todo conjunto Y, la férmula Y € K, impliea: a € 1 — Y luego 1 — Y ¢ K.
Como segin la definicion 15 C(X) = E;_y[Y € X], se concluye'que para toda clase X contenida en K
se tiene K - C(X) = 0 y necesariamente

K-CX) cX:

Por consiguiente,

U(K) c'BK - C(X) C X]. 2)

Después tenemos 1 — {a} = Ry =1 = R,; la férmula (1) proporciona por tanto en virtud del
lema 10%:

K = 2%, (3)

En razén de (2) y (3), K es la clase que se busca.

Teorema Fundamental 1. Si1 = %, se tiene cl(C) = 92
Demostracion, Sea R una clase arbitraria que cumpla con la tesis del lema previo. Conforme a las
definiciones 9%113 ocurre

K-I+CIX)=K-X+CX)cX+K-CX)cX
para X C K; por consiguiente, se pueden transformar las férmulas del lema 35 de la manera que sigue:
U(K) C E[K - [I +CIX) c X]yK = 2%, (1)

() o [¢]
La operacién I + C es evidentemente adjuntiva (I C I + C) y ademas iterativa (como lo prueba el

lema 18°), y entonces se puede aplicar el lema 34°, poniendo ahi: F Z I C;en virtud de (1) se obtiene
de ello:

clI ¥ C) = 22", (2)
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Como en razén del teorema 23°, cl(I + C) = cl(C), al férmula (2), proporciona:

cl(C) = 22 lqqd.

Aqui nos interesan exclusivamente los conjuntos infinitos, si bien algunos modos de razonar, y
algunos resultados, se prestan luego de modificaciones convenientes a extensiones a los conjuntos finitos.
Hay que observar en particular que en el teorema 32 y el lema 34, el nimero X, puede ser reemplazado
por un niimero cardinal a completamente arbitrario. En cuanto al teorema fundamental I, se le puede
extender a nimeros finitos bajo la forma que sigue:

Si1=a>0,setiene 2% < cl(C) < 2%,
§4. Operacion T. Clases hereditarias de conjuntos

A partir de este seccién nuestras investigaciones sélo conciernen a operaciones especiales.

La operaci6n que sera primordial y que designaré mediante T, consiste en agregar a una clase de
conjuntos K dada todos los subconjuntos de los elementos de esta clase:

Las clases de conjuntos cerradas con respecto a esta operacién pueden llamarse en el lenguaje
ordinario clases hereditarias

Definicion 17. T(K) = .k U(X).
Observemos las propiedades siguientes de la operacion T:

Teorema 36.

) T eilluegoT € Ugy T € M;

) T2 =Ty ICT;

°) T(0) = 0;

4) T({A}) = U(A), en particular T({0}) = {0};

€) si K # 0, se tiene,0 € T(K);

f) si1 € K, ocurre T(K) = U(1)

9) Eqjlx € Z(K)] C T(K);

h) si (K) € K, entonces T(K) = UX(K).
Demostracion. Es evidente.

Fuera de la operacion T, sera la operacion T, doble de T, la que nos ocupe aqui; como lo veremos,
consiste en agregar a una clase K dada, todos los supraconjuntos de los elementos de esta clase.

Teorema 37. T*(K) = ), .« V(X).
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Demostracion. Resulta de las definiciones 15 y 17.
Ciertas propiedades de la operacion T* se pueden deducir facilmente con ayuda del lema 19 a partir

de las propiedades correspondientes de la operacién T que acaban de ser formuladas en el teorema
3622, Daré aqui algunas propiedades mas de la operacién T*

Teorema 38.

?) Si K # 0, se tiene 1 € T*(K);
®) si 0 € K, se tiene T*(K) = V(0) = U(1);

€) para cualesquiera clases K y L, son equivalentes las tres formulas: ;T(K) -L = 0, T(K) -

T*(L) = 0y K - T*(L) = O;

d) TT*(0) = 0 = T*T(0); TT*K) = U(1) = T*T(K) para K. %0;

¢) TT* = T*T = CTT;

!) para que F C TT*, es necesario y suficiente que F(Q)= 0.

‘)
‘)

‘)

Demostracion.

y ®) se obtienen de inmediato del teorema, 37.

Supongamos que T(K) - T*(L) # Onsea por ejemplo Z € T(K) - T*(L). Por la definicién 17 y
el teorema 37, existen, por tante, conjuntos X y Y talesque X € K, Y e LyY c Z C X, de
donde Y C Z. Aplicando una‘vez més la definicion 17 y el teorema 37 se obtiene: X € K - T*(L)
y Y € T(K) - L; consecuentemente K - T*(L) # 0y T(K) - L # O.

Se concluye por contrapdsicion de este razonamiento que cada una de las féormulas T(K) - L = 0
y K- T*(L) = 0 implica: T(K) - T*(L) = 0. Teniendo en cuenta las inclusiones: K ¢ T(K) y
L C T*(L) (querdeducimos del teorema 36° con ayuda de los lemas 19’ y 17/), se convence uno
que las implicaciones inversas también se presentan. Las tres formulas son por tanto equivalentes,

l.q.q.d.

En virtud del teofema 36° y del lema 19* se obtiene T(0) = 0 = T*(0), luego TT*(0) = 0 =
T*T(0). Si-por el contrario K # 0, se tiene 1 € T*(K) y 0 € T(K) (teoremas 38 y 36°), de
donde en razén de los teoremas 36/ y 38° TT*(K) = U(1) = T*T(K). Las férmulas ¢) quedan
pues establecidas.

y /) resultan de 9) y del lema 18¢.

Dos operaciones arbitrarias F y G que cumplen la condicién siguiente: las férmulas F(X)-¥Y = Oy

X - G(Y) = 0son equivalentes para cualesquiera clases X y ¥, pueden llamarse conjugadas; conforme
al teorema 38°, T y T* son por tanto operaciones conjugadas. Yo habia demostrado a este respecto el

teore

ma general siguiente:!

'Vease mi comunicacion: Sobre algunas propiedades caracteristicas de las imdgenes de conjuntos en los Comptes-
rendus des séances de la Soc. Pol. de Math, Section de Varsovia, Ann. de la Soc. Pol. de Math VI, pag. 127-128.
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La aditividad total de una operacién F dada es condicion necesaria y suficiente a la vez
para que F admita una operacion conjugada.

He omitido, por supuesto, en los teoremas 36 y 38 varias propiedades elementales de las operaciones
T y T* de las que no haré uso en lo que sigue como por ejemplo T C U, T* C VII, T =
Y IT 2 1L X(K) < T(K) < 258, T4 2 v, 8({C,T}) = {I,C,T,T* CT,CT*, TT*} y
B({C,T}) = &B({C,T}). Ademads, ciertas férmulas que se muestran en los teoremas precedentes

o JE—
pueden ponerse en otra forma, menos intuitiva, pero mas concisa, por ejemplo. T = XU (definicién

17), TJ ~U (teorema 369), JX CT, (teorema 369) y T* 23V (teorema 37); véase las observaciones
dadas anteriormente en la pag. 24.

Es un hecho notable que las dos operaciones T y T* satisfacen a todos los*poestulados que el Sr.
Kuratowski admitié en su tesis para la operacién cerradura’; una operacién més.de esta naturaleza es

o -
I+ %
En lo que sigue de esta seccion se estudiaran clases cerradas respecto de las operaciones T y T*.

Teorema 39. cl(T*) = Eyy)-x[X € cl(T)].

Demostracion. El teorema 38, si se escribe: L = U(1)» T(K), proporciona: T(K) - T*(U(1) —
T(K)) = 0; la funcién T* admite como valores, clases-de‘conjuntos, por lo cual se tiene evidentemente
ademas T*(U(1) — T(K)) c U(1). Por consiguiente,

T*(U(1) — T(K)) c U1) — T(K). (1)

En virtud del teorema 36° y del lemay19’ se obtiene:

o

IcT, (2)
de donde por el lema 17  (para.E 4 T*)
U(1) - T(K) c T*(U(1) - T(K));
juntando esta inclusion con (1);se concluye que
T*(U(1) — T(K)) = U1) — T(K) para toda clase K . 3)
De manera completamente anédloga se establece la formula:

T(U(1) — T*(L)) = U(1) — T*(L) para toda clase (L). (4)

Pero, sea X una clase arbitraria de cl(T) y ¥ = U(1) — X. En razén del teorema 23 © (para F = T)
y 36° tenemos T(X) = X; poniendo en la férmula (3): K = X, se obtiene: T*(¥) = ¥, luego, por la
definicién 16 ¥ € cl(T*). Con la ayuda de las férmulas (2) y (4) se prueba asimismo que a toda clase ¥
de cl(T*) viene a corresponder una clase X (asaber X = U(1) - ¥Y) talque ¥ = U(1) - X y X € cl(T).

!Sobre la operacién A del Analisis Situs, Fund. Math III, pags. 182-199
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HEmos establecido la equivalencia de las condiciones siguientes: (a) ¥ € cl(T*) y X € cl(T). De aqui
resulta inmediatamente la identidad buscada:

cl(T*) = U(il;]—X[X € cl(T)].

Sea $) es una familia de clases y por analogia completa con la definicién 15 escribiamos: G($)) =
Eyu)-x[X € $]; el teorema 39 toma entonces la forma siguiente: cl(T*) = cl(cl(T)); Es instructivo
comparar esta identidad de la que se obtiene como caso particular del teorema 26: cI(T*) = C(cI(T));
a pesar del parecido exterior de estas férmulas, una de ellas expresa una propiedad especifica de la
operacion T, mientras que la otra resulta de las propiedades mas generales de la nociéon de operacion
doble.

Para examinar la potencia de las familias cl(T) y cl(T*), hay que.recordar previamente el lema

siguiente debido a Knaster ! que se formula aqui en términos un poco:diferentes:

Lema 40. Si 1 = R, existe una clase de conjuntos K quewerifican las formulas U(K) c Ex[K -
T(X) ¢ X], UK) C Ex[K - T*(X) c X]y K = 2%,

Esta demostracién ya es conocida ? y me limitaré a-dar un esbozo.

La formula %, = 2 -, implica la existencia de’un conjunto A tal que A = 1 — A = R,. Se
concluye que existe una funcién f que transforma biunivocamente el conjunto A en su complemento
1-A:f(A) =1—A. Pongamos F(X) = X +f(A - X) para X C Ay K = FU(A). Es facil demostrar
que las formulas Y € K, Z € Ky Z c_Yimplican siempre: Y = Z, luego que K - U(Y) = {V}
y K - V(Z) = {Z] para todos los conjuntos Y y Z de la clase K. Se obtiene de ahi con ayuda de la
definicién 17 y del teorema 37: K- T(X) = K-}, cU(Y) =Y o cK-U(Y) = Y, x{V} =Xy
de manera semejante: K - T*(X)y=,X para toda subclase X de K. Por consiguiente, la clase K verifica
las formulas: U(K) C Ex[K - T(X) c X] y UK) C Ex[K - T*(X) - X].

Por otra parte, se ve con facilidad que la funcién F es biunivoca, por tanto, que la clase U(A) es de
potencia igual a la de susimagen FU(A) = K; en virtud del lema 10% se concluye que K = 24 = 2%,
Asi, K, es la clase que'se busca.

Como una censecuencia facil del lema anterior se obtiene el

TeoremaFundaméntal II. Si 1 = R, tenemos

cl(T) = cl(T*) = 2%°.

Demostracién. Por el lema 19"/ siendo iterable y adjuntiva la operacién T (teorema 36 ®), la opera-

cién doble T* también lo es. Se puede entonces aplicar dos veces el lema 34°, poniendo F =T y luego

F = T* tomando en cuenta el lema 40, se llega de inmediato a la férmula buscada: cl(T) = cl(T*) =
02
Este teorema se debe a la colaboracion del autor con el Sr. Lindernbaum.

Ver C. Kuratowski. Sobre la potencia de "los niimeros de dimensiones” en el sentido de Frechet, Fund. Math VII
pag 205, nota v.
2Veése la nota previo.
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Al analizar la demostracion del teorema anterior se obtiene un teorema un tanto mas general que
se suele aplicar al caso de los conjuntos finitos.
.7 . E(3) a , .
Si1 = a,setiene 2> * < cl(T) = cl(T*) < 2% (donde el simbolo E()) denota el mds grande
de los ntimeros t que verifican la férmula: 2 - v < a).

Hay que observar que la formula: cl(T) = cl(T*) establecida en el teorema fundamental I se
obtiene facilmente del teorema 39; por otro lado sélo presenta un caso particular del teorema 33.
En cuanto a las clases cerradas respecto de las dos operaciones T y T* a la vez, se tiene el siguiente

Teorema 41.

4) cl(C + T) = cl(C + T*) = cl(T + T*) = {0, U(1) }

®) si H(0) = 0, se tiene cl(C + T + H) = cl(C + T* ¥ H) = cl(T + T*3&H) = {0, U1)}
Demostracion.

@) En virtud del teorema 36%°, se puede recurrir al teorema 28 ¢ (para F 2 T); teniendo en cuenta
el teorema 38° se concluye que cl(C + T) = cl(C + T*)="cl(CTT*) = cl(T T*). Asimismo
poniendo en el teorema 24%: F =T y G = T, se obtiené en razén del teorema 30%° y del lema

19: cl(T + T*) = cl(T T*). Pero, si se juntan ladéfinicién 16 y el teorema 389 se convence uno
sin dificultad de que solo hay dos clases de conjuntos cerrados respecto de la operacién T T* a
saber 0 y U(1) : cl(T T*) = {0, U(1) }. Asi se'llega a la férmula buscada:

cl(C + T) = cU@'+ T*) = cl(T + T*) = {0, U(1) }.

®) De conformidad con la definieién 16 la férmula F(0) = 0, proporciona: 0 € cl(H); y como
ademas, segtin el teorema 20;-U(1) € cl(H), se obtiene: {0, U(1)} C cl(H). Por otro lado, el

teorema 21° (para F = C T yG = H) implica: cl(C +T+H) = cl(C+T)-cl(H), de donde,
en virtud de la férmula @): cl(C + T + H) = {0,U(1)} - cl(H), las otras partes de la férmula b)

se obtienen analogamente.

Dado que la formula H(0) = O se cumple para todas las operaciones que nos interesan aqui, el
teorema recién establecidonos permite desdenar a las operaciones de la forma C +T+H C+T*+H
yT + T+ H.

Teorema Fundamental 1L

cl(C +T) = cl(C + T*) = cl(T + T*) = 2.

Es concecuencia inmediata del teorema 41°.
Dejamos que el lector examine las propiedades de la operaciéon T* (es decir, de la segunda opera-
cién doble de T; véase el final de §2) y en particular que establezca los siguientes teoremas:
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A. SiT = Ry, se tiene cl(T*) = 22 ycl(T + T*) = 2.

B. cl(C + T*) = {0,U1)}ycl(C + T*) = 2.

§5. Operacion S. Clases aditivas de conjuntos.

Paso a la operacion S que consiste en formular todos los conjuntos sumas de subclases cualesquiera
de una clase de conjuntos R dada; las clases cerradas respecto de esta operacion se llamaran a veces
clases aditivas.

Definicién 18. S(K) = X(U(K) — {0}).

La operacién S'(K) = X(U(K)), que parece més natural, es mehos cémoda a causa de la propiedad:

0 € S'(K), que se presenta para toda K, luego atin para K =.0. En consecuencia los teoremas 42°¢ y
432 fallarfan.

Ciertas propiedades elementales de la operacion.S¢sé-daran en el siguiente:

Teorema 42.

) SeM;

5) S22 SelC S

°) S(0) = 0;

1) LS(K) = T(K) y [ISIK) = TI(K);

°) si K £ 0, tenemos’ S(K) € S(K);

) si K £ 0,48 [x €(K)] C K, tenemos S(K) = US(K);
9 S(K) < 2K,

Demostracion. Es completamente elemental. En particular, la férmula S? Z S de ®) se deduce
facilmente de la ley asociativa general de adicién de los conjuntos con ayuda del axioma de eleccion.
Pero si se quiere evitar aqui usar el axioma, basta observar que es posible definir de manera efectiva
una funcién F que hace corresponder a todo conjunto X de S(K) una clase de conjuntos F(X) tal que
F(X) ¢ K, F(X) # 0,y X = XF(X); se escribe de hecho: F(X) = Y ¢k , vy)-x ¥ Esta funcién es
ademas biunivoca y por lo tanto su existencia implica segtin el lema 10%, la férmula g).

Voy a establecer ahora algunas relaciones que existen entre la operacién S y las operaciones T y
T* examinadas en la seccién anterior.

Teorema 43.
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@) TS(0) = 0 = ST(0); si K # O, se tiene T S(K) = UX(K) = ST(K);
5) TS ZST;

) para que F C TS, es necesario y suficiente que F cUZ y que F(0) = 0;
d) S C T

¢) S(K + L) ¢ T*(K) + S(L) para cualesquier dos clases K y L (S[F + Q] C T*F + SG para
cualquier operaciones F y G).

Demostracion.

@) Los teoremas 36° y 42°¢ dan de inmediato: TS(0) = 0 = ST(0). Si por el contrario K + 0
se tiene en virtud de los teoremas 42° y 367, X(K) € S(K) y Eqyfoee X(K)] ¢ T(K), de
donde segtin los teoremas 36" y 42f T(S(K)) = UX(K) = S(T(K)). Las férmulas %) quedan
establecidas.

®) y©) se obtienen inmediatamente de )
4) y ©) resultan facilmente de la definicién 18 y del teorema 37,

Como fue dicho en la pag. 24, la operacién I constifiye en cierto sentido la cota inferior de casi todas
las operaciones en este trabajo; pero la operacion T Sicensiderada en el teorema precedente representa

()
en el mismo sentido la cota superior. Las operaciones F que verifican la inclusién: F C TS (o si se
[¢]
quiere la inclusién un poco mas general: F G U%) pueden llamarse intrinsecas.

Vale la pena observar que hay operaciones intrinsecas F como por ejemplo F =T, cuyas opera-
ciones dobles F* no lo son. Sin embargo, se conocen operaciones que son intrinsecas con sus dobles y
que por esa razén podran llamarse infrinsecas en sentido estricto; como son, por ejemplo, la operacion
S y las que seran definidas en §6: Se ve facilmente que las operaciones de este tipo se caracterizan por

las formulas: F C TS y £ & TS (o lo que es igual por las férmulas: F c Ux y F c VII). Se
debe, finalmente, observat que la propiedad de ser una operacion intrinseca subsiste si pasamos de F a
la operacién F* mencionada al final de §2.

El siguiente teorema, que presenta una consecuencia inmediata de las definiciénes 15 y 18 y de las
leyes muy conocidas de De:Morgan, caracteriza a la operaciéon S*, doble de S:

Teorema 44. S*(K) = TI(U(K) — {0}).

Asi se ve que la operacion S* consiste en formar todos los productos de los conjuntos de una clase
R dada. En vista de la importancia de la operacién se designa con un signo especial, por ejemplo P; las
clases de conjunto que son cerradas respecto a S* pueden ser llamadas clases multiplicativas.

Vamos a recurrir en lo que sigue a las diversas propiedades de la operacion S* que se deducen
de los teoremas 42 ¢ y 43%4¢ por aplicacién del lema 19. Consideremos ademas las propiedades
siguientes que resultan inmediatamente del teorema 44 (y de la definicién 17):

Teorema 45.
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¢) L8*(K) = X(K) y [1S*(K) = II(K);
®) si K # 0, tenemos T1(K) € S*(K); en particular, si II(K) = 0, tenemos' 0 € S*(K);

¢) S*(K + L) c T(K) + S*(L) para cualesquiera dos clases Ky L (S*[F +GJ C TF + S*G para
cualesquiera dos operaciones F y G).

Al estudiar a profundidad las operaciones S y S* (y sobre todo en el estudio de las clases de conjun-
tos que son tanto aditivas como multiplicativas) hay una operacion auxiliar M que es de gran utilidad.
Esta operacion consiste en formar, a partir de conjuntos de una clase R dada, otros llamados moléculas
o dtomos de esta clase. Generalizando una nocién que introdujo M. Fréchet? llamamos dtomo de la
clase K respecto al elemento a de X(K), en simbolos Ak (a), a la parte eointin (el producto) de todos
los conjuntos de la clase K que contienen al elemento a; la clase M(K) esté formada por todos estos
dtomos Ak(q) (donde a € X(K)) y ademds por el conjunto O en caso_de'que este conjunto coincida con

IT(K).
Definicion 19.

¢) Ak(a) = l_[aneK X;
®) M(K) = Ak(Z(K)) + {0} - {TI(K) }.

Algunas propiedades de la operacién M que son de importancia para nuestras investigaciones, se
formulan en el siguiente

Teorema 46.
a) M C S*;
) MS =M = MS%

©) SM = SS*

d) M(K)'< S(K)+ 1.
Demostracion.

@) Sea K una clase arbitraria de conjuntos. Segtn la definicién 19%, a todo x € %(K) corresponde
una clase Y tal que ¥ C K, ¥ + 0y Ak (x) = TI(Y), asaber: ¥ = V({x}) - K. Resulta entonces
que Ag(X(K)) = Eaglx € Z(K)] c TI(U(K) — {0}), de donde, en razén del teorema 44,
Ak(X(K)) ¢ S*(K).

Como ademas, por el teorema 45°, {0} - {TI(K)} C S*(K), se obtiene de ello, conforme a la
definicién 19°: M(K) C S*(K) para toda clase K. En consecuencia, M C S* Lq.q.d.

!Como de costumbre, admito T1(0) = 1; la férmula IT(K) = 0 implica pues que K # O.
2Véase De las familias y funciones aditivas de conjuntos abstractos, Fund. Math. V, pags 210-213, 217-218.
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b) Siendo K una clase cualquiera, se obtiene del teorema 42° con ayuda de los lemas 17/ y 19 las
inclusiones: K C S(K) y K ¢ S*(K), de donde para todo x:

HXCHXy ]—[XCHX (1)

xeXeS(K xeXeK reXeS*(K xeXeK

Consideremos un conjunto arbitrario ¥ tal que x € ¥ € S(K). De acuerdo con la definici6n 18,
V se puede representar bajo la forma ¥ = X(L) donde L. C K. Se tiene entonces x € ¥(L) = Y
lo cual implica la existencia de un conjunto Z que verifica: x € Z € Ly Z C Y. Por consiguiente
[Tiexexk X C [iexer, X € Z € Y, dedonde [, y.x X C Y. Pero esta tltima inclusién se
satisface para todo conjunto ¥ sujeto a la condicion x € ¥ € S(K) y por lo tantg se concluye que

[1xc |1 x (2)
xeXeK xeXeS(K

De manera analoga, sea x € Y € S*(K). De acuerdo con el teoréma 44, existe una clase L tal
que Y = II(L) y L C K. Luego se tiene x € Z € K parastodo conjunto Z de L, de donde
[liexex X C Z. Se obtiene a continuacion [ [,.cycx XoC [ |4, Z = II(L) = Y. Puesto que
este razonamiento se aplica a todo conjunto Y tal que x € Y € S*(K), se llega a la férmula

[T X T] x (3)
xeXeK xeXeS*(K

las inclusiones (1)-(3) inmediatamente implican: [ T, cxcs) X = [lrexex X = [Teexes<x) X de
donde, por la definicién 197,

Agk)lo)= Ak (x) = Ag«x)n) para todo elemento x. (4)

Con ayuda de (4) se dediice de la definicién 19° que

M S(K) % Ax(ES(K)) + {0} - {TIS(K)}, M(K) = Ax(E(K)) + {0} - {TI(K)} y
M S*(K) = ARl S*(K)) + {0} - {TIS*(K)}. (5)

Como en virtud de los teoremas 424 y 45%: ¥S(K) = L(K) = XS*(K) y IT1(S(K)) = IT(K) =
[1S*(K) las férmulas (15) traen consigo: M S(K) = M(K) = M S*(K) para toda clase K;
consecuentemente, M' S SM=MS l.q.q.d.

¢) Consideremos X un conjunto arbitrario tal que

XeK-{0}. (6)
En virtud de (6) X € X(K), luego Ak (X) C Ak (X(K)), de donde por la definicién 19°
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Ak(X) ¢ M(K); (7)

como ademas, X # 0, tenemos:
Ak(X) £ 0. (8)

Teniendo en cuenta (6), es facil concluir de la definiciéon 19, que Ak (x) C X para toda x € X,
luego que

Y(Ax(X)) C X. (9)

Por otra parte, la definicién (19%) igualmente implica que x € Ak (x), para cualquier x de X se
tiene x € X(Ak(X)); resulta que X C X(Ak(X)). Esta inclusién junto con (9) permite obtener:

X = S(AxX)). (10)

Las férmulas (7), (8) y (10) muestran que el conjunto X es de la forma X = ¥(L) donde L. ¢ M(K)
y L + 0; en otras palabras X € X(U M(K)>+~'{0}), luego conforme a la definicién 18:

X € SM(K). (11)

Asi, se prueba que la férmula (6)'siempre implica (11); esta implicacion puede obviamente expre-
sarse mediante la formula:

K — {0} c SM(K). (12)

Pasamos al caso"donde X € K - {0}. Entonces evidentemente se tiene X = 0 = [1(K), luego
X € {0} - {TI(K) }, de donde en razén de la definicién 19°: X € M(K); como ademés, en virtud
del teorema 42°°y del lema 17/, M(K) C S M(K), se obtiene: X € S M(K). Por consiguiente:

K- {0} c SM(K). (13)

Las inclusiones (12) y (13) dan inmediatamente K C S M(K) para toda clase K; de conformidad
con las definiciones 13 y 8° se tiene

1CSM. (14)

Poniendo F = SM y G = SS* en el lema 17¢ se obtiene de (14): SS* C SMSS*. Pero
la férmula ®) del teorema considerado, antes establecida implica que SMSS* 2 S[MS]S* 2
S[M S*] Z SM. Se concluye que
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SS* C SM. (15)

Por otra parte, en virtud de la férmula ¢) que ya fue establecida, se tiene M C S*; como ademas
S € M (teorema 42?), se obtiene de ahi con ayuda de la definicién 12

SM C SS*. (16)
Las férmulas (15) y (16) implican inmediatamente la identidad que se busca:
SM =SS,

4) En el lema 11% (que resulta del axioma de eleccién), péngase f 2 Ag y A = X(K); se obtiene:

Ak (Z(K)) < X(K), de donde segiin la definicién 19° M(K) < Ag(E(K)) + {0} - {TI(K)} <

¥(K) + 1, Lq.qd.

Las propiedades de la operacién M recién establecidas encontraran una aplicacion interesante en
la demostracion del siguiente:

Teorema 47. S S* Z S*S.

Demostracién. El teorema 46° proporciona: SM S Z SM; con ayuda del teorema 46° se concluye
que

SS*S = SS*. (1)

Poniendo en el lema 17¢: F 28 y G 2SS y teniendo en cuenta el teorema 42°, obtenemos:
S$*S € SS*S, de donde segtin (1)

S*S C SS*. (2)

Aplicando el lema 19 sucesivamente deducimos de (2): [S* SJ* C [SS*]*, S**S* C S*S™ y
finalmente

SS* C S*S. (3)

Las inclusiones (2) y (3) dan de inmediato
S*S = §S*, 1q.qd.

El teorema anterior admite otra demostracién, mas natural quiza pero no mas simple: en vez de la
operacion M, se aplica en efecto las leyes distributivas de adicién y multiplicacién de los conjuntos en
su forma mas general. Sin embargo se topa uno con ciertas dificultades si se intenta evitar el axioma de
eleccion en esta nueva demostracion.
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Voy a mencionar aqui algunas propiedades de las operaciones S, S* y M que se omitieron en los

teoremas 42-47. Se puede demostrar que la férmula FX Z ¥FS (es decir F(X)(R) = Y xcsmrx) Para
toda familia de clases R) es una condicién necesaria y suficiente para tener: F € 9ty F(0) = 0; luego

se tiene en particular: S Z % SS. Fl teorema 29 de §3 puede ser formulado de la siguiente manera:
Si F € 9, se tiene S*(cl(F)) C cl(F). Después se tiene S J = J = S*J; T*S*(0) = 0 = S*T*(0),
T*S*(K) = VII(K) = S*T*(K) para K + 0,

%B({C,T,S}) = {I,C,T,T*,S,S*,CT,CT*,CS, CS*, TT*, TS, T*S*, SS,
CTS,CT*S*, CSS*}.

La operacién M verifica ademas las férmulas: M2 = M; J1)-K ¢ M(K), M(0) = 0; XM .
MT(0) = 0; MT(K) = JX(K) + {0} paraK # 0; M T ¢ 4, [M TJ*= Z MT; S*M = M. Se debe
observar que M(K) no es, en general, una clase de conjuntos ajenos.entre si.

Pasamos a los problemas concernientes a las clases aditivas grmultiplicativas de conjuntos.

Teorema Fundamental IV. Si 1 = %, tenemos clS) = cl(S*) = 22,

Demostracion. El teorema 21 trae consigo en-virtud del teorema 43%: cl(T*) C cl(S), de donde

por el teorema fundamental I cl(S) > cl(T*).= 22, La desigualdad inversa, a saber cl(S) < 22

resulta inmediatamente del teorema 32. '‘Gemo ademads, en razén del teorema 33, cl(S) = cl(S*), se
obtiene finalmente: cl(S) = cl(S*) <22 1.q.q.d.
Este teorema me fue comunicado por el Sr. Lindenbaum

Teorema 48.

@) cl(T v S) = cl(TS) = {0} + UU(1);

b) cl(T* + S*'= cl(T%S*) = {0} + VV(0) = {0} + VU(1).
Demostracion.

@) Tomando en cuenta de los teoremas 367" 1 42°, se obtiene del teorema 24%:

clT +S) = cl(TS). (1)

Consideremos una clase arbitraria ¥ de cl(T S), diferente de 0. Segun la definicién 16 T S(¥) C
¥, de donde, en razén del teorema 43 UX(Y) C ¥; ademads es evidente que ¥ € U X(VY) (para
toda clase ¥). En consecuencia ¥ = UX(Y); por tanto la clase ¥ es de la forma ¥ = U(X), donde
X = X(V) pertenece a la clase U(1) (como conjunto de individuos).

De esto resulta que cl(T'S) C {0} + Eyx)[X € U(1)]. Pero, segtin la definici6n 6 (para f U Y
A = U(1)) esta inclusién puede expresarse en la forma:
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cl(TS) c {0} + UU{). (2)

Por otro lado, sea ¥ € {0} + UU(1). Si ¥ € {0} se tiene TS(Y) = ¥, de donde ¥ € cl(TS)
(teorema 437, definicién 16). Si, al contrario, ¥ € UU(1), existe un conjunto X tal que ¥ = U(X)
(y X € U(1)). Concluimos de inmediato que 3(Y) = XU(X) = X, de donde ¥ = UX(Y) y, por
el teorema 43, ¥ = T S(Y); aplicando de nuevo la definicién 16, se obtiene por tanto de nuevo
la férmula: ¥ € cl(TS).

Se ha probado que

{0} +UU(1) C cl(TS). (3)
Las férmulas (1)~(3) traen consigo:

cl(T +S) = cl(TS) = {0} + TU(), Olqqd.

®) Con aguda del teorema 26 se obtiene facilmente de @): ¢l([T + S]* = cl([TS]*) = C({0} +
UU(1)), de donde en virtud del lema 19%¢ c(T* + S¥)= cl(T*S*) = C({0}) + CUU(1). Ahora
bien el lema 18¢ da: C({0}) = {0}, y con ayudade las definiciones 5, 6 y 14 se convence uno
facilmente de que CUU(1) = Ecu[X € Ut)] = Eyp_x[X € U1)] = Eyy¥ € U1)] =
VU{). Asi llegamos a la férmula bustada: cl(T* + S*) = cl(T*S*) = {0} + VU(1) =
{0} + V V().

Teorema Fundamental V. *Si-d = Ry, se tiene cl(T T S) = cl(T* T S*) = 2%,

Demostracion. U es evidentemente una funcién biunivoca: si U(X) = U(Y), se tiene XU(X) =
> U(Y), de donde X. =‘¥. Por Consiguiente, la clase U(1) es de la misma potencia que su imagen

dada por U: U(1) = UU{1)> En razén del teorema 48 se tiene entonces cl(T + S) = U(1) + ﬁ,

de donde en virtud del lema 10¢ cl(T —ok S) = 2% 11 = 2% Como adems, por el teorema 33 y

del lema 199, cl(T* + $*) = cl (IT + S]*) = cl(T + S), obtenemos finalmente la férmula deseada:

clT +S) = cl(T* + S*) = 2,

Con ayuda del teorema anterior es facil determinar la cota inferior de las potencias de las familias
cl(F) que corresponden a las operaciones F intrinsecas y a sus operaciones dobles (en tanto que la cota
superior de estas potencias sigue teniendo la misma del caso general):

Teorema 49. Si 1= Ry, cada una de las formulas: F & T + S F E TS, F E T* 1 S* y
F C T*S* implica: 2%« < cl(F) < 92
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Demotracion. Segun el teorema 21 la férmula: F CT+S proporciona: cl(T +S) C cl(F), de

donde, en razén del teorema fundamental V, 2%« < cI(F). Al juntar esta desigualdad con el teorema 32,

se obtiene la férmula buscada: 2% < cl(F) < 22™. Teniendo en cuenta el teorema 48, se razona con las
otras hipétesis de manera enteramente andaloga.

Notese que las inclusiones: F CTS yF C T*S* pueden reemplazarse en el teorema precedente

por las férmulas un poco méas generales a saber: F cUZ yF C VIL

Teorema Fundamenal VI. Si 1= R, tenemos cl(S ¥ S¥) = 2%,

Demostracion. De acuerdo con el teorema 429 y el lema 19, se tieneS € 901, cSs yl c S
en virtud del teorema 249 resulta de ello que

cl(S + S*) = cl(S S¥). (1)

De acuerdo con el lema 179, las inclusiones: I C S yl € S* darén I C SS*. Se tiene ademas
s [S*]? 25 ySS* 2 §*S (teorema 42°, lema 195y teorema 47), de donde en razén del lema
14° [SS*]? 2 SS*. Asi pues la operacién S S* esdditiva y adjuntiva y podemos aplicar el teorema
234, poniendo: F = SS*. Asf obtenemos la férmula: cl(SS*) = SS*UU(1), que junto con (1) dara:
cl(S ¥ S*) = SS*U U(1); como en virtud delhteorema 46° S S* = S M, tendremos:

cl(S% S*) = SMUU(L). (2)
Pero, segtin la propiedad conocida de las imagenes se tiene fg(A) = f g(A) para cualesquiera
dos funciones f y g y para todo conjunto A. Se tiene pues en particular SM(UU(1)) = SMU U(1).

Poniendo en el lema 11%: f = =S yA = MUU(), y se obtiene: SMU U(1) < MU U(1), de donde,
por (2)

cl(S + S*) < MUU(). (3)

Consideremos uma’clase arbitraria X de UU(1). En razén del teorema 469, se tiene M(X) <

TX) +1; comowpor hipétesis 1 = Ry, y ademds X(X) C 1, se concluye de esto que M(X) < R, +1 =
R, < Ryy1. Ademds, por la definicion 19, M(X) es una clase de conjuntos por tanto M(X) ¢ U(1);
tomando en cuenta la definicién 5° (para A = U(1)), se obtiene: M(X) € U,y U(1).

Este prueba que MU U(1) C U, U(1), de donde

MU UQ) < U, U(L). 4
Con aguda de los lemas 10%¢ y 6° facilmente se obtiene: Uy, U(1) < (U(l))“av+1 = (2&0‘)&05+1 =
(Q8a)Ne = 98z = 9% juntando esto con (3) y (4) se deduce la igualdad:
cl(S + S¥) < 2, (5)
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Por otra parte el teorema 43¢ implica: S +S S T*; aplicando el teorema 49 se concluye que

cl(S + S*) > O, (6)

las desigualdades (5) y (6) dan inmediatamente:

cl(S +S*) = 2% Lqqd.

El teorema conocido segtn el cual la clase F de todos los conjuntos cerrados de nimeros reales es
de potencia 2%, puede deducirse facilmente del teorema anterior. En efecto, sea 1 el conjunto de todos
los niimeros racionales y R el de todos los nimeros reales (incluido +o00 y —o0);,. pongamos G(X) =
1-E[y < x] para todo x € R. La funcién G(X) transforma de forma biunivoca al,conjunto R en una
subclase de U(1). Se sigue que la funcién G(X) transforma de misma manezayla clase U(R) en una

subfamilia de UU(1); siendo F una subclase de U(R) se concluye en particular que F = Egx,[X € F].
Pero, es facil probar que la formula: X € F implica: SG(X) ¢ G(X)qy S*G(X) c G(X), de donde
G(X) € cl(S) - cl(S*) = cl(S + S*); se tiene entonces Egx[X € F] C cl(S + S*), de donde

| =l

< cl(S ¥ S*). Como en el caso considerado 1= R, se‘ebtiene por el teorema fundamental VI:
F < 2%. Por otro lado es evidente que F > 2% (ya que porgjemplo J(R) € FyJ(R) = 2%); llegamos
asi a la férmula buscada: F = 2%, y esta completa la demostracién.

Pero debemos observar que la deduccién anterior se apoya implicitamente sobre el axioma de

eleccion, en tanto que las otras demostraciones conocidas del teorema que acabamos de ver son inde-
pendientes de él.

Teorema Fundamental VIL  Si 1- Ry, se tiene cl(C ¥ S) = 2,

Demostracion. Considerando el teorema 42, se obtiene por aplicacién del teorema 28°: cl(C +
S) = cllC + S + S*); com ayuda del teorema 21° (con F ZcC y G ZS+is ), se concluird que

cl(C + S) = cl(C) ~cHS'+ S*)de donde cl(C + S) C cl(S + S*). Debido al teorema fundamental
VI, esta inclusion proporciona:

cl(C + S) < 2. (1)

Escribimos ahora

F(X) = {0,X,1 — X, 1} para todo conjunto X. (2)

Sia esun elemento arbitrario de 1, y X es un conjunto cualquiera de la clase U(1 —{a }), es evidente
que 1 — X no pertenece a esta clase. Segtn (2) se sigue con facilidad que las férmulas: X € U(1 — {a }),
YV € U1l - {a}) y F(X) = F(VY) implican: X = V; en otras palabras, la funcién F transforma
de manera biunivoca la clase U(1 — {a}) en su imagen FU(1 — {a}). Por consiguiente, se tiene

FU(1 - {a}) = U1 — {a}); como ademés 1 — {a} = R, — 1 = R, se obtiene segtin el lema 10':
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FU(1 - {a}) = 2%, (3)

Pero de (2) se concluye sin dificultad, con ayuda de las definiciones 14 y 18 que SF(X) C F(X)
y CF(X) c F(X) para todo X, de donde, en vista de la definicién 16 y del teorema 21°, F(X) €

cl(C)-cl(S) = cl(C + S). Resulta en particular que FU(1 — {a }) C cl(C + S); al juntar esta inclusién
con (3), se obtiene:

cl(C ¥ S) > 2. (4)
Las desigualdades (1) y (4) daran finalmente
cl(C +S) = 2%, lqqd.

El andlisis de las demostraciones de los teoremas fundamentale V — VII nos conduce a las siguientes
proposiciones, para el caso de conjuntos finitos:

Sil = a < Ry, se tiene

) cl(T + S) = cl(T* + S*) = 20 1 1;
24+ 1 <Lcl(S ¥ S*) < Zr<a+1 <2t >;
si ademds a > 0, se tiene

C) 2a—1 < Cl(C 'T' S*) S Zt<a+1 <2t>

, A . . o
(donde el simbolo < . designa como es costumbre, el niimero de combinaciones de 2* ele-
mentos tomados & er).

En cuanto ‘arlas potencias de cl(S) y cl(S*), al analizar el teorema fundamental 1V, se llega a las
mismas deliberaciones.ndicadas con anterioridad (pag. 44) para las familias cl(T) y c(T*).

Los teoremasfundamentales establecidos hasta este punto agotan todos los problemas concernien-
tes a las potencias-de las familias de la forma cl(G) 0 G € S({C, T, T*, S, S*}), es decir de las familias
de clases cerradas respecto a una de las operaciones C, T, T*, S y S* o bien respecto a varias de estas
operaciones a la vez. Los problemas no examinados se reducen a los que si lo fueron explicitamente;
se tiene por ejemplo, que, en virtud del teorema 28 cl(C + S) = cl(C + S*) = cl(C + S + S¥),
en virtud del teorema 41 cl(C + T) = cl(C iy S) = cl(C | S*) y por el teorema 43¢
cl(T*) = cl(T* + S).

Los resultados obtenidos pueden resumirse como sigue:

A. Cada una de las clases cl(G) donde G € G({C, T, T*, S, S*}) coincide con una de las clases
siguientes: cl(C), cl(T), cl(T*), cl(S), cl(S*), cl(C +T), cl(C +S), cl(T+S), cl(T* +S*) y cl(S+S*).
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B. En la hipétesis de que 1= R, las familias cl(C), cl(T), cl(T*), cl(S) y cl(S*) tienen la misma
potencia, a saber 22 as familias cl(C ¥ S), cl(T ¥ S), cl(T* ¥ S*), cl(S ¥ S*), tienen también

o
potencia igual, a saber 2%, finalmente la familia cl(C + T) sélo contiene dos elementos.

Estos resultados pueden extenderse a todas las operaciones que se obtienen de las operaciones
consideradas con aguda de la adicién y la multiplicacién relativa, es decir a las operaciones de la clase
B({C, T,S}). Al aplicar el Teorema B de la pag 32 (§3) se puede ver facilmente que toda familia
cl(G) donde G € B({C, T, S}) coincide ya sea con la familia cl(I), ya con una de las familias antes
mencionadas.

§6. Operacion Sg. Clases de conjuntos aditivas de grado .

La operacién Sg, que trataremos en este parrafo, consiste en formar conjuntos sumas de menos
de Rg conjuntos de la clase dada K. Las clases de conjuntos pertenecientes ‘ala famila cl(Sg) pueden
denominarse clases aditivas de grado .

La definicién exacta de la operacién Sg es como sigue:

Definicion 20.

Sp(K) = ) (Ug(K) ={0}).

Més simple, aunque menos cémoda, seria la definicion: Sg(K) = EUB(K), respectivamente S 2
Y Uj (vease las observaciones hechas al inicid.de §5, respecto a la definicién 18).

B p

Es facil establecer las propiedades de esta’operacion siguientes:

Teorema 50.

?) Sg € Ug, luego Sg € Ni;
) 1 c Sg;

‘) Sp(0) =0

9) Sp({A}) = {A};
°) Sp(K + {0}) = Sg(K) + {0}

Rg

) SplK) < (K)~.
Demostracién. Las férmulas @) —°) resultan facilmente de la definicién 20 y las consideraciones de
§2; para demostrar la férmula @) es conveniente apoyarse en el lema 15°.

En cuanto a la fsrmula /), en el lema 112: f =y y A = Ug(K) — {0}, de donde, por la definicién
_ — 3
(20) Sg(K) < Ug(K) — {0} < Ug(K). Como en virtud del lema 10%: Ug(K) < (K)vﬁ, se obtiene la

desigualdad buscada: Sg(K) < (K)™. No sé cémo prescindir del axioma de eleccién en esto.
Ciertas relaciones entre la operacién Sg y las operaciones examinadas en los parrafos precedentes
se pueden encontrar en el siguiente teorema.
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Teorema 51.%) TSg = SpT;

b) Sg C S C T

) Si K < Rg 0 bien ﬁ < Rg, se tiene Sg(K) = S(K);

d) Si 1< Rg se cumple Sg Zs

°) SiFetgyF C S, ocurre F C SgsiFetpgyF C TS, se tiene F C TSg.

Demostracion. Las férmulas @) y °) se deducen facilmente de las definiciones 17, 18 y 20 y del

teorema 439; tenemos que hacer notar que no sabemos demostrar la inclysigi; SgT C TSg sin recurrir
al axioma de eleccion.
En cuanto a la férmula °), evidentemente tenemos segun la definicion 5°: Ug(K) = U(K) en el

caso en que K < Rg, y entonces de conformidad con las definieiones 20 y 18: Sg(K) = S(K). En la

hipétesis de que Y (K) < Rg tendremos por lo contrario,.que razonas como sigue. Consideremos un
conjunto arbitrario X tal que

X € S(K). (1)

Por la definicién 18, (1) trae consigo la existencia de una clase L que verifica las férmulas:
X =Y (L), (2)

LcKyL £0. (3)

De (2) y (3) se concluye en primer lugar que X C Y (K), luego, que X < Y (K), de donde en
virtud de la hipétesis

f < &B' (4)

Tomando en cuenta (2) y@plicando el axioma de eleccion se llega a la conclusién de que es posible hacer
correspondera todo elemento y de X un conjunto F(y) de tal manera que tengamos: y € F € L. Por
consiguiente esta funcion F cumple con las condiciones siguientes:

Xc) Fly)=) FX) (5)

yeX

F(X)cL (6)
De (6) y (2) se sigue que Y F(X) ¢ Y (L) = X; junto con la inclusién de (5), obtenemos:

X =) F(X). (7)
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De (3) y (6) se tiene F(X) C K; el lema 112 proporciona también F(X) < X, en donde en virtud
de (4) F(X) < Rg. Se concluge que

F(X) € Ug(K). (8)

Si X # 0, se tiene F(X) # 0, luego entonces por (8) y (7) F(X) € Ug(K) — {0} y X € Y (Up(K) —
{0}), de donde segun la definicién 20,

Pero esta férmula (9) también se verifica en el caso de X = 0.

Entonces se tiene, en razén de (2) y (3), L = {0}, de donde L < Ry L € ULK) — {0}, por lo
tanto, como antes X € Y (Ug(K) — {0}) = Sg(K).

Asi, la férmula (1) implica (9); por lo tanto la clase K verifica la inclusién:xS(K) C Sg(K). Por otra

parte la férmula ®) del teorema que nos ocupa proporciona en virtud de la'definicién 8>: Sg(K) C S(K).
Se llega facilmente entonces a:

S(K) = Sg(K) en la hipétesis Z(K) <R%g, Lq.qd.

La férmula ) presenta una consecuencia facil de la proposicién establecida antes. Si, en efecto,

1< Rg, con mayor razén Y (K) < Rg, y por lo tanto Sg(K) = S(K) para toda clase K; con ayuda de
la definicién 8 de ello se obtiene inmediatamente la identidad buscada: Sg = S.
Para, por fin, demostrar la proposicién €) consideremos una operacién arbitraria F, semi-aditiva de

grado 3, y contenida en S, (es decir, que satisface las formulas F € 4lg y F c S). De acuerdo con el
lema 15°€, para toda clase de conjuntos ¥:

F(Y) = ) Sg(X) (10)

XeUg(V)

La aplicacién del misme‘lema a la operacion Sg dard, debido al teorema 50°:

Sp(¥) = Y . Sp(X). (11)

XeUp(Y)

Pero, sea X € Ug(¥),por lo tanto X < Rg. Como consecuencia de la férmula ?) antes demostrada
se obtiene: Sg(X) = S(X); como F C S, se tiene ademds F(X) ¢ S(X), de modo que

F(X) C Sg(X), para todo X € Ug(Y). (12)
Las férmulas (10)-(12) implican de inmediato que F(¥Y) C Sg(¥), para toda clase ¥, de donde
FCSs lqqd

La operacién TSg, también es como Sg, semiaditiva de grado 8 (por el lema 162, y por tanto la
segunda parte de la proposicion e) se demuestra de manera enteramente analoga).
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La afirmacién e) del teorema precedente se debe a los sefiores Kozniewski y Lindenbaum!.
Ahora toca el turno de establecer ciertas relaciones entre operaciones Sg, con indice 8 variable.

Teorema 52.%)Si A + 0y B = sup(®(A)), se tiene Sg = XO:xEAS(p(x);

®)si B < 7, se tiene Sg c S,

€)si y < B, se tiene SgS, = Sg;

4) si B < cf(y), se tiene SgS, = S,

°)sicf(y) < B <y + 1 secumple SgS, = Syt

T)si cf(B) = B, entonces S% = Sg;

9)si cf(B) < B, ocurre 5123 Z ng Z Sp1.

Demostracién. La férmula @) constituye una consecuencia facil delas-definiciones 20 y 9° dado que,
por la definicién 5°, Ug(K) = Y _, Uy (K), tomando en cuenta [@ hipétesis de que B = sup(@(A)).

Si en particular escribimos 8 = ¢, A = {0,1}y @(0) = B < @(1)’= 7, se obtiene de ?): S, - Sg + S,
y llegamos asf a la inclusién ).
©) Segtin el teorema 50°P, se tiene Sg € M e | c S,j7al aplicar entonces la segunda parte del lema

17¢ (para F = S,yG = Sg), se obtiene de ello:

ShC SgS,. (1)

Pongamos en el lema 16%: F = Sg .G = S,; como segun el teorema 50° Sg € gy S, € L, y
como por hipétesis 7 < B, este lema ‘proporciona:

SgS, € ip. (2)

Las férmulas: S € My'S, cSs (teorema 50, teorema 51P) implica entonces, de acuerdo con
la definicién 12%: Sg S, ¢ Sg'S; como por otro lado 1 c Sg CS = S? (teorema 50°, teorema 51°,

teorema 42b), se abtiene con la ayuda del lema 174 SgS 2 S Porlo tanto,

SgS, CS. (3)

Pero, por ehteorema 51¢ (para F 2 Sg S,), las féormulas (2) y (3) implican la inclusién: SgS,, C Sp
que junto con (1) finalmente proporciona:

SsS, = Sp,  lgqd

La férmula ¢) se obtiene de manera enteramente analoga.
Para la proposicién €); admitimos pues que cf(y) < B < 7 + 1. Por la férmula ®) establecida antes
tenemos en este caso Sg C S, .1, de donde por el lema 14" Sg S, C S, +1S,; por otro lado si se pone:

B = 7 + 1 en la férmula ©), se obtiene: S, ,4S Z S, +1. Por lo tanto,

!Relacionado con esto véase Sur les opérations d’addition et de multiplication dans les classes d’ensembles, Fund.
Math. XV, pag. 343, Th. 1.
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SsS, c S,+1, cuando B < ¥ + 1. (14)

Sea K una clase arbitraria de conjuntos y X un conjunto tal que

X €S,.1(K). (15)

De acuerdo con las definiciones 20 y 5, (15) trae consigo la existencia de una clase L que satisface
las condiciones:

X =)(L), (16)

LCK L<R,yL#O0. (17)

De (17) resulta que 0 < L< < R,. En virtud del lema 2" (con A =<Ly'a = 7) se concluye que
existe una sucesién de clases L¢ del tipo wcf(,) que verifica las férmulas;

L= ) Lg (18)

E<wey(y)

L< R, y Le # 0 para’s < wef(y)- (19)

Las férmulas (16) y (18) proporcionan, a causa de la ley asociativa de la adicién de conjuntos:

X=3| ) Le|54), ZlLe) = B(Exu[€ < wern])- (20)

£<wcf(7 £<w0f(7
En virtud de (17) y (18), Lg C-K para £ < wef(y), de donde, por (19), L¢ € U,(K) — {0}. Por
consiguiente, X(L¢) € X(U,(K))= {0} y por la deﬁn1c10n 20,
%(Le) € S, (K) para € < wef(y).- (21)

Por un momerito, ‘escribameos: Z(Lg) = F(€&), de donde Ex,)[€ < wesy)] = F(Ee[€ <
Wef(y)). Aplicando el lema l1* (para f = F y A = E¢[€ < wesy)]) obtenemos: Exy,)[€ < wer(y)] <

Ee[€ < wefty)] = Ref(y), y afortiori Eyr,)[€ < wef(y)] < Rg, cuando cf (y) < B. Como ademés, segtin
(21) Exr,)[€ < weg( )] es una clase no vacfa contenida en S,,(K), se concluye de la definicién 5 que

s1e)[€ < wepry)] € Up, Sy(K) — {0} para cf(y) < B. (22)
De (20) y (22) resulta que X € X(Ug S, (K) — {0}), de donde por la definicién 20

X € S¢S, (K), cuando cf(y) < B. (23)

Asi, la férmula (15) implica (23). Toda clase de conjuntos K verifica entonces la inclusion: S, .1 (K)
C Sg S, (K); dicho de otra forma,
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Sy C SgS,, cuando cf(y) < B. (24)

Las férmulas (14) y (24) conducen a:

SgSy = Syu1 cuandocfly) < B< ¥y +1, lqqd
Teniendo en cuenta la definicién 10*P€, se obtiene como caso particular de la férmula ¢) (para
v = B) la férmula f): Sg = Sg, cuando cf(B) = B.
Asi también poniendo en la férmula ?): 7 = f3, se llega a la igualdad: SI% = Sg+1 cuandocf(B) < B,

o

S} = S;Sp = Sg+1 Sp; como por demds, segun la formula ©), Sg. 1 Sg = Sg.41, finalmente tenemos £):

S% = Sg = Sg.1, cuando cf(B) < B.
Asi se concluye la demostracion del teorema 52.
Se aprecia facilmente la analogia entre el lema 8*P y el teorema 52°%¢: la operacién Sg S, coincide

respectivamente con una de las operaciones Sg, S, o S, .1 bajolas mismas hipétesis bajo las cuales
Ry Mg ; YRS R
(a~)~- esigual a uno de los nimeros a-,a- oa - .

Tanto la operacién Sg, su operacién doble Sg nos van ainteresar aqui; en ocasiones resulta cémodo
asignarle a esta operacién un simbolo independiente, por ejemplo Fg. Con ayuda de las definiciones 14,
15 y 20, se puede establecer el siguiente teorema que explica el sentido de la operacién Sg:

Teorema 53. S;(K) = TI(Ug(K) — {0}

Como vemos, la operacion de que sétrata consiste en formar los conjuntos producto de menos de
Rg conjuntos de la clase dada K. Las clases de conjuntos cerradas respecto a la operacién Sg puede
llamarse clases multiplicativas al grado .

Apoyandonos en el lema 19 pueden deducirse las propiedadesde la operacién Sg que acabamos de
establecer en los teoremas 50-52, las que les corresponden para la operacion Sg. Tan sélo las propiedades
siguientes (que corresponden‘a los teoremas 504 y 51°) no se deducen automaticamente, sino que exigen
una demostracion especial:

Teorema 54.3) S5({A}) = {A};
P) S5(K + {0}) = S;(K)+ {0};

©) si K < Rg 0 bien %.(K) < Rg, se tiene Si(K) = S*(K).

Demostracion. La demostracién de las férmulas 2) y P) es trivial. Para establecer la proposicién ©)

resulta cémodo considerar la clase K* = Eyk)_x[X € K]. Evidentemente K> < Rgobien Y (K*) <
R (segun la hipétesis admitida para la clase K), de donde, por el teorema 51° Sg(K*) = S(K*); por
otro lado al juntar las definiciones 20 y 18 con los teoremas 53 y 44, puede el lector convencerse de
que' S3(K) = Eyk)-x[X € Sg(K*)] y asi mismo que $*(K) = Eyk)-x[X € S(K*)]. De inmediato
tenemos la férmula buscada Sg(K) = S*(K).

o
Véase las observaciones en la pag. 26 sobre la coincidencia de las operaciones F* y F* para F = S, respectivamente
o]
F=S5p
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Ademas de las propiedades de Sg y Sj; enunciadas en los tltimos teoremas presentados al dltimo
prop B Y 3p p
hay que mencionar aqui las siguientes. Se tiene el teorema: para que F € $lg y F(0) = 0, es necesario

y suficiente que F3 Z 3F Sg (es decir, que FX(() = Y ycs o) F(X), para toda familia de clases

¥(; véase el teorema andlogo de la pdg. 51); por tanto, en particular: SgX = ¥:Sg Sg. A continuacion
se tienen las formulas XSg =3 = 2S;y IS =11 = ITS;; M Sg M= MS}; Sg(K + L) C
T*(K) + Sg(L) y S3(K + L) C T(K) + Si(L) para todo par de clases K y L (respectivamente
SglF F G] C T*F + Sg Gy SE[F t G] CTF+ S; G para cualesquier operaciones F y G). Podemos
establecer los reciprocos de los teoremas 52°¢: las férmulas S% = Spycf(B) = B son pues, equivalentes

asi como las férmulas: S!% Z Sg+1 Yy cf(B) < B. Finalmente existen ciertas relacione§ menos simples
entre las operaciones de la forma SgS%, Sg S% S; ... de un lado y, por otra partey'), las de la forma
S;S,uS;S, Sk

Las operaciones Sg y S}, solo fueron estudiadas hasta el presente en losicasos* 8 = 0y 8 = 1. El Sr.
Hausdorff introdujo simbolos especiales para las operaciones Sy y S}, asabero y 6 (Ky = S1(K), Ks =

S;(K), asi como términos especiales para las clases de conjuntos perténécientes respectivamente a las

familias cl(S, ¥ S§), cl(Sy), cl(ST) y cl(Sy T S3), a saber, anillo, @-sistema, S-sistema y 0S-sistema.’

Para las consideraciones que siguen, es cémodo introducif una operacién auxiliar Rg; esta opera-
cién estrechamente relacionada con Sg y Sj, es de por siinteresante. Para efectuar la operacién Rg
sobre una clase de conjuntos K, se consideran todas las‘subclases X de K que contiene menos de Rg
conjuntos y se forman para todo X todas las sumas,de productos (o bien, equivalentemente segin el
teorema 47, todos los productos de sumas) de conjuntos de X; los conjuntos asi formados constituyen la
clase Rg(K). Simbdlicamente tenemos:

Definicion 21. Rg(K) = ¥ x oy, ) S5*(X).

La definicién que precede s€ puede poner de manera mas concisa como: Rg(K) = XS S* Ug(K),
respectivamente Rg Z¥S StUg. Notese que las operaciones Sg y S pueden expresarse andlogamente:
Sg = ¥SUg y Si = ¥.8%Up. Esteprocedimiento de formar las operaciones Sg, S; y Rg a partir de
S, S* y SS* se presta,a una generalizacion, que consiste en hacer corresponder a toda operacién F y
todo nimero ordinal 8 una eperacién Fg determinada por la férmula Fg = Y FUg; también ligada con

o —
la operacién maés vasta oo = Y FU (que tan sélo constituge un caso particular de Fpg). El estudio de
estas operaciones inducidas en el algoritmo delineado en §2, no se desarrollara aqui.

Algunas operaciones elementales de la operacién Rg seran dadas en los dos teoremas siguientes:

LAl respecto véase: W.Sierpiriski y A. Tarski, Sobre una propiedad caracteristica de los niimeros inaccesibles,
Fund. Math. XV, pag. 292; A. Rozniewski y A. Lindenbaum, Sobre las operaciones de adicién y multiplicacién en
las clases de conjuntos, Fund. Math. XV pag. 342.

2Fué considerado por Sierpiriski en su articulo: Sobre los conjuntos hiperborelianos, Sociedad de Ciencias de
Varsovia, 1926, pags. 16-22.

3Véase F. Hausdorff, Mengenlehre II, 22 edici6n, 1927, pags. 77-85; también W. Sierpinski, Wstep do teorji mnogosci
i topologji (Introduccion a la Teoria de Conjuntos y Topologia, en polaco), Lwéw 1930, pags. 108-119.
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Teorema 55. %) Rg € Lg, luego Rg € M;
b)1 C Ry;
°)siF e gy F c S S*, entonces F c Rg;
9)Sg C Ry C S*Spy Sy C Ry C SSy;
)R; = Rgy CRs = R C;
)Rg(K + L) C TSg(K) + T* S;;(L) para cualesquier clases arbitrarias de conjuntos K y L (en otros
términos, Rg[F t G] 2 T SgF T S; G para dos operaciones cualesquiera F y G);
) Ry(K) < (K)* - 22",
Demostracién. Las férmulas @) y P) se deducen facilmente de la definicién 21 y del teorema 42°

con ayuda de las definiciones y lemas de §2.
La demostracion de ©) es anéloga a la del teorema 51°.

Poniendo en ©): F = Sg, respectivamente F = S, y teniendo-en cuenta las férmulas: Sg € g
y Sp C SS, respectivamente Sg € g y Sg C SS* (que setobtienen sin dificultad de los teoremas

502, 51> y 422P aplicando los lemas 17¢ y 19%4), llega uno 'a las inclusiones: Sg c Rs y Sp c Rg.
Al aplicar los teoremas 47, 51¢ y 54, se obtienen las siguientes transformaciones de la definicién 21:

K) = ZX€UB<K) S*S(X) = ZXEU , S*8p(X ZXeu ) S SE(X); pero las operaciones S* Sg

y S S; son monétonas (por los teoremas 4Za 50% 1 Ios lemas 19g 16C), por lo que se concluye con ayuda
del lema 15 que Rg(K) C S*Sg(K) y Rg(K)-C S S;(K) para toda clase K, luego que Rg c S Sgy

RCS Si. Asi se han establecido las férmulas d),
Para demostrar las identidades ),observemos que en virtu de ®) y del lema 19' se tiene R € LUg;

como por otro lado S Sj C SS* (teorema 51, lema 19°, teorema 422, definicién 12?), se deduce de 9)
con ayuda del lema 19P<¢; Ri C o C [S*Sg]* = - SSg C SS* Al escribir en ©): F 2 Rg, concluimos
Rg c Rg, de donde, por,aplicacién del lema 19bc Rg = [RB] C R y finalmente: R% = Rg. Por el

lema 19° esta tltima férmula daréd ademas: C Rg = RB C, Lq.qd.
Para f), se procedera como sigue.
Consideremos una clase de conjuntos X tal que

X € UglK + L). (1)

De conformidad con la definicién 5° se tiene pues X € K + L y X < Rg de donde

X=K-X+L-X, (2)
K-X< &3 L-X< NB (3)
Aplicando el teorema 45°, se obtiene de (2): $*(X T(K - X) + S*(L - X); la operacion S es

) C
mondtona (teorema 422), y por tanto se sigue S S*(X) C S(T(K - X) + S*(L - X)). Por otra parte, el
teorema 43° para K = S*(L-X) yL = T(K-X) da: S(T(K-X) +S*(L-X)) ¢ ST(K-X) + T* S*(L-X).

En consecuencia:
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SS*(X) C ST(K - X) + T* S*(L - X). (4)

Segtin el teorema 43 se tiene: ST(K - X) = TS(K - X); usando (3) y el teorema 51° se puede
decir que ST(K - X) = T Sg(K - X). Como T Sg € M (a causa de los teoremas 36°, 50* y el lema 16°),
resulta finalmente que

ST(K - X) C TSs(K). (5)

Anéalogamente se obtiene:

T*S*(L - X) C T* Sj(L), (6)

y las inclusiones (4)-(6) traen consigo:

SS*(X) C T Sg(K) + T Si(L). (7)

Asi se demuestra que toda clase X que satisface la férmula (1) también verifica la inclusién (7).

En consecuencia se tiene: ZXeUB(K 1) SS¥(X) C TSg(K) + T* Sj(L), de donde por la definicion 21:
Rp(K + L) C T Sg(K) + T* SE(L) otro enunciado para clases By L cualesquiera.

Con aguda de las definiciones 8" y 9* se deducen con fagilidad: Rg[F + G CT SgF + T S; G

para cualesquier dos operaciones F y G, lo cual termina‘la demostracién de f).
Pasemos a ¢). De la definicion 21 se sigue que

Ro(K) & .Y SS'X). ®

Por el teorema 422 y el lema 19' ge tiene: S S*(X) < 25" (X) 22§ para toda clase de conjuntos X;

= _— g
asi se tiene, si X € Ug(K), por tanfo’ X < g, se obtiene, con la definicién 4: S S*(X) < 227,

= =R
Como ademas, por el lema 10°, UB(K) < (K) VB, se concluye que

f— :NB Ng
Y SSHX)<K- .27, (9)

XeUg(K)

Las férmulas (8) y (9)implican de inmediato la desigualdad buscada:

=g
Rs(K) < K- .22,

Queda por tanto el teorema en cuestion completamente demostrado.

Teorema 56.2) Si A # 0y B = sup(@(A)), se tiene Rg Z XolxeARq)(x);
b)si B < 1, se cumple Rg c R,;
°)si ¥ < B, ocurre Rg R, Z Rg;
d)si B < cf(y), entonces Rg R, = R,;

MEXICO



Traduccion Andres Sestier Bouclier
Grandes Cardinales 65

¢)si cf(B) = B, se cumple Rg = Rg;
") si cf(B) = B, se tiene [Rg[I + CJJ? = Rg[I + C.

Demostracion. La prueba de las proposiciones ?)-¢) es completamente analoga a la de las partes
correspondientes (*)-9) y 1)) del teorema 52.
En lo referente a la férmula f), se razona como sigue. Aplicando el lema 14° y tomando en cuenta

el lema 17° y del teorema 55 se obtiene: [I t CIRg = IRg +C Rg = Rgl t Rz C;
la operacién Rg es mondtona (teorema 55%), y por lo tanto la definicién 12 da atn mas:
R 1 C Ry[I + C]y RgC C Ry[I + CJ, de donde RgI + Rg C C Ry[I + C]. Por consiguiente,

[1+ CJRg C Rg[I + CJ. (1)

Aplicando nuevamente la definicién 12* se deduce de (1): Rg[[I t C]Rg] c Rg[Rg[I t C]J; con ayuda
del lema 14*" se concluye que

[Re[I + CJI[R4[I + C]] C [RyR|[[L:+ CI[T + CJ. 2
Pero la definicién 10 permite escribir la inclusién (2).en la forma mas simple: [Rg[I " CJ)? c
Rj[I + CJ? como R = Rg (por la férmula €) del teorema en cuestion) y también [I + CJ? Z1+C
(lema 18°), se sigue que
[R[I +CJ C Ry[I + CI. (3)
Por otra parte se tiene I C Rg[I + C] (teorema 55, lema 17°), de donde segtin el lema 17¢:
Ry[I + GJ<C [Rg[I + ClI[Rg[I + CJ] = [Ry[I + CII". 4)

Las férmulas (3) y (4) implican:

[Rg[I + C]J* = Ry[I + C], Lq.qd.

Los teoremas 55%° y 56°° nos informan de varias propiedades de la operacién Rg, analogas a las

de Sg y S;. Observemos todavia algunas propiedades de esta especie. Se tiene las férmulas: Rg(0) = 0,

Rs({A}) =\ {A}; ¥Ry =) y I1Rg Z I MRy = M. Por analogfa con el teorema 514¢ se pueden

demostrar los tedtemas: si K < Rg 0 (:K) < g, se tiene Rg(K) = SS*(K); si 1< Rg, se liene

Rg 2 SS*. Sin embargo, no sabemos si el teorema 52°¢ puede exterderse también sobre la operacion
Rg.

’ Paso ahora al estudio de las clases cerradas respecto a las operaciones Sg y Sg. Se debe observar

ante todo que este estudio puede limitarse a los ntimeros 3 que son indices de los nimeros iniciales
regulares (que por tanto verifican la férmula: cf(B) = B). Esto, en efecto, resulta del teorema siguiente:

Teoremas 57. Si cf (B) < B, se tiene cl(Sg) = cl(Sp.1) y cl(Sp) = cl(Sp, ).

Demostracion. Poniendo en el teorema 25: F = Sg y v = 2y tomando en cuenta el teorema 50°,
se obtiene: cl(Sg) = Cl(S[%), de donde, segtin el teorema 52%: cl(Sg) = cl(Sg.1); por el corolario 27 se
concluge que cl(Sp) = cl(Sg,4), Lq.qd.
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Con aguda del corolario 22 y el teorema 24¢ se pueden obtener del teorema precedente algunos

corolarios respecto de las operaciones de la forma F + Sgy F t S; (F operacion arbitraria), FSg y
FSj; (donde F es una operacién monétona y adjuntiva) etc. No insisto en estos aspectos porque no
intervendran en lo sucesivo.

La evaluacién de la potencia de una familia cualquiera de tipo cl(Sg) o cl(Sj) no presenta dificul-
tades:

Teorema Fundamental VIIL.  Si 1 = R, se tiene cl(Sg) = cl(Sp) = 02
Demostracion. Basada en el teorema 51, es enteramente anéloga a la del teorema fundamental IV.

Es mas dificil estudiar familias como cl(C + Sg), cl(T + Sg), cl(Sg ¥ S;), etc. Voy a comenzar por los
lemas siguientes:

Lema 58. Si T_= R, existe una clase de conjuntos K que verifica las férmulas U(K) C Ex[K -
TSp)(X) € X]y K = 2%
Demostracion. Por el lema 40 existe una clase de conjuntos L tal-que

UL) CEx[L-T(X) c X] p- L= 2, (1)

Aqui examinaremos la familia Up)(L). Observemos en prier lugar que la definicién 5° implica la
formula: XUg(X) = X para todo conjunto X y todo mimero f. Por consiguiente, para cualesquier X
y Y, si Ug(X) = Ug(V), se tiene LUg(X) = XUg(Y), de donde X = Y; por tanto, la funcién Ug es
biunivoca. Por ello resulta en particular (para B ='p(a)) que toda clase de conjuntos X es de potencia
igual a la de su imagen U4 (X):

X = Up(o)(X) para toda clase X, (2)
de donde segtin (1)

Up(a) (L) = e, (3)

Vamos a demostrar que la‘familia Up,(q)(L) verifica la férmula

Um(l;) C E%[Up(a)(L) . TSp(a)(%) C %] (4)

Supongamos, al contrariorde(4) que existe una familia de clases 9C tal que

L C Up(a)(L) y Up(e (L) - TSp(a) (L) — L £ 0. (5)

(5) implica la existencia de una clase M que satisface las condiciones:

M e Uyl) - X (6)

M ¢ TSp(a)(%). (7)

Segun la definicién 17 (para K = Sp()(X)), se concluye de (7) que existe una clase My, tal que M C
M; € Sp)(XL). Al remplazar en la definicién 20 K por & y B por p(a) se deduce la existencia de
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una familia 9y, que verifica las férmulas: My = X(Xy) y XLy € Up)(X). Se tiene entonces; por la
definicién 5P,

M C (%), (8)

Lyl Y f < &p(a)- (9)

Las férmulas (5) y (9) proporcionan: 9y C Up(o(L). Con apguda del teorema conocido sobre
imégenes de conjuntos (si A C f(B), existe un con]unto Bi, tal que A = f(By) y B; C B), se concluge
que existe una clase Ly que cumple las condiciones

Ay = Up(a)(Li) y L, C L. (10)
Se sigue de (2) y (10) que &, = Ly, de donde segtin (9)

Li < Rp(a)- (11)

En virtud de (6) y (9), M € U p)(L1) — 9y, luego entonces, por (10), M € U p) (L) — U pey(Ls).
Al aplicar la férmula conocida respecto a la diferencia de imégenes (f(A) — f(B) C f(A B)), se obtiene
seguidamente: M € U ,(4)(L — L4); por consiguiente segdn'la definicién 6, existe un conjunto A tal que

M = Uyp(o)(A) (12)

AcL - L. (13)

Segun (1) y (10) L - T(L4) C Lgiise obtiene en virtud de (13): {A} - T(Ly) € Ly(L — Ly) = 0, de
donde A ¢ T(L;). Con ayuda‘de la definicion 17 se concluye que A ¢ U(Z), luego, que A — Z + 0
para todo conjunto Z de la clase L. Aplicando el axioma de eleccion se puede poner en correspondencia
los conjuntos Z de Ly concelementos f(Z) de modo que se tenga

f(Z) e A —ZparaZ € L. (14)

De (14)-resulta que f(Li) C A; ademés, por el lema 112, se tiene f(Ly) < L:1, de donde, en razén
de (11), f(L1) < Rpfa)- Se obtiene asf: (L) € U p(4)(A), lo cual junto con (12), dara:

f(L1) e M. (15)

De (14) se concluye a continuacién que f(Ly) — Z # O para todo conjunto Z de Ly, por tanto que

(
f(L) € Uy (Z) En consecuencia, el conjunto f(L;) no pertenece a ninguna de las clases que forman
la familia U «)(L1) de donde en virtud de (10)

f(L1) (L) (16)
(8) y (16) darén inmediatamente:
f(Ly) ¢ M. (17)
Contents
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Pero las férmulas (15) y (17) son contradictorias, luego la suposicién (5) es falsa, y la familia U, () (L)
verificard la formula (4).

Observemos atn, que para X € L evidentemente se tiene X C 1, de donde Upq)(X) C Up(1)
Y Upia)(X) € UUpe(1); de esto resulta

Upi)(L) € UUpy1). (18)

Finalmente si en el lema 104 se pone 1 y B por p(«), se obtiene por hipétesis:

Upio)(1) = R = 1. (19)

Escribamos momenténeamente: 1* = Uy (1) y K* = Upy(L). Las férmulas (3), (4) y (18)
muestran que para el conjunto 1* se puede construir una clase de sus subconjuntos K* que verifica la tesis
del lema aludido. Evidentemente, la existencia de una clase semejante de subeonjuntos constituye una
propiedad del conjunto, invariante respecto de todas las transformaciones biunivocas; en consecuencia,
cuando esta propiedad se presenta para un conjunto, se presentara necesariamente para todo conjunto
de misma potencia. Pero, en virtud de (19), los conjuntos 1 y 1* tienen potencias iguales; asi que se puede
construir en el conjunto 1 una clase de conjuntos K que cumple las-dos condiciones de la tesis, l.q.q.d.

En esta demostracion nos vimos obligados a extender el.dominio primitivo de las operaciones T
y Sg y aplicarlas no a las clases de conjuntos, si no a las familias de tales clases; asi establecimos una
propiedad de los conjuntos de rango inferior a través deles conjuntos de rango superior. Suele aplicarse
tal método de razonamiento en las diversas demostracienes del dominio de la teoria general de conjuntos;
sin embargo, tanto en nuestro caso como en otros cases, la cuestion de saber si el paso por los conjuntos
de rango superior es inevitable, es un problema aun abierto.

_ Lema 59. Si la clase de conjuntos"K verifica las férmulas U(K) C Ex[K - TSg(X) C X] y
K> Rg, se cumple también:
) U(K) Cc Ex[K - CTSg(X) C X];
b) U(K) c Ex[K - Rg[L~C](X) C X].
Demostracion.2) Supongamas, contradiciendo la tesis del lema, que
U(K) - Ex[K-CTSg(X) C X] #0; (1)

existen pues una clase L de conjuntos, y un conjunto A que satisfacen:

LcK AcK 2)

A € CTS(L). (3)

Al aplicar sucesivamente la definicién 14 a la clase K = T Sg(L), la definicién 17 a K = Sg(L) y
la definicién 20 a K = L, se deduce de (3) la existencia de una clase M que verifica las férmulas:
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ﬁ < &3, (4)
McL (5)
Yy
1-AcCX(M). (6)
La férmula (4) implica:
M + {A] < Ng; (7)

pero, K es por hipétesis de potencia > Rg, y por tanto

K- M+ {A}) £0. (8)
Al relacionar (2) y (6), se obtiene M + {A} C K; porla‘hipétesis del lema resulta de ello que

K-TSsM + {AJyC M+ {A}. 9)

La inclusion (6) implica: X(M + {A})a=¥X(M) + A = 1. Por el teorema 43* se sigue que
TS(M + {A}) = U(1); como ademas Sg(M+{A}) = S(M + {A}) (segtin el teorema 51° y la férmula
(7)), se tiene finalmente:

T Se(M + {A}) = UL). (10)

Pero la férmula (10) quiere decir que la clase T Sg(M + {A}) se compone de todos los conjuntos
posibles (contenidos en 1), En’consecuencia, se cumple K C T Sg(M + {A}), de donde, segtin (9):

KcM+ {A}. (11)

La evidenteicontradiccion entre las férmulas (8) y (10) rechaza la suposicion (1); tenemos pues que
admitir que
U(K) c Ex[K - CT Sx(X) ¢ X], Lq.qd.

b) De conformidad con las definiciones 9° y 13 y en virtud del teorema 55, se tiene para toda clase
de conjuntos X : Rg[I + Cl(X) = Rg(X + C(X)) C TSg(X) + T*Sj; C(X), de donde, por el lema
192, Rg[1 +ClX) T Sg(X) + C T Sg(X). Se sigue inmediatamente que

K- Rg[I + C](X) c K- TSg(X) + K- CTSg(X) para todo X (12)
Sea X C K; la hipotesis del lema y la férmula ?) que acabamos de establecer implican entonces:
K- -TSs(X) ¢ XyK-CTSs(X) ¢ X; tomando esto en conjuncién con (12), concluimos que
K - Rg[I + C](X) C X.
Por consiguiente
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U(K) C Ex[K-Rg[I + C|(X) c X], L q. q. d.

Sin cambiar la demostraciéon precedente, se puede remplazar en el lema 59 la férmula ) por la
formula mas fuerte siguiente: U(K) C Ex[K - C T Sg(X) = 0]. Una observacién anéloga se aplica al
lema 35 de §3.

Corolario 60. Si 1 = R,, existe una clase de conjuntos K que verifica las férmulas: U(K) C
Ex[K - Rpq[I + CI(X) c X]y K = 2%
Demostracion. De conformidad con el lema 58, existe una clase K tal que UK) c Ex[K -

T Sp)(X) C X]y K = 2%, segtin los lemas 4° y 1° se tiene evidentemente K > R, 3 R,4). Al poner
en el lema 59°: B = p(a), uno se convence inmediatamente que K es la clase quése busca.

Teorema 61.Si 1 = R, y B < pla), se tiene cl(C + Rg) = 92

Demostracién. Teniendo en cuenta que cf (p(a)) = p(a) segtnellema 4P, se concluye del teorema
56 (para B = p(a)) que la operacién Ry q)[1 + C] es iterable: {Ry)(1 + CJP? = Ryo[1I " CJ; en virtud
del teorema 55°, resulta del lema 17¢ que esta operacién es;ademas adjuntiva: I c Rp(I " CJ. En

consecuencia, podemos aplicar el lema 34® poniendo F & Rpo[I t CJ; de este lema y el corolario 60,
obtenemos:

cl(RyqfI'+ C) = 27°. (1)

Como Ryq) € M, 1 c R, (teorema 55%") y también 1 C 1+ C, el teorema 24 para F = Ry
yG =11 C, daré: cl(Ryy[I + CPE"cl(Rp + I + C), de donde, por (1)

o o

cl(Rp + 1+ C) = 22, (2)

En razén del teorema 563la desigualdad: B < p(a), dada por la hipétesis, trae consigo: Rg & Rya),
luego C t Rs C Ry f1Y€. Con ayuda del teorema 21? se concluye que

o [¢]

IRy + I+ C) C cl(C + Rp). (3)

Las férmulas (2) y (3) implican de inmediato que cl(C " Rg) > 2%; la desigualdad inversa tam-
bién se cumple segun el teorema 32, y se obtiene finalmente:

cl(C + Rg) = 22, 1.q. q. d.

Corolario 62. Si 1= Re, B < pla), F € Ug ysi ademds F E S 1 S* o bien F & S S*, se tiene
cl(C + F) = 92
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Demostraciéon. Con aguda de los lemas 17¢ y 19’ se deduce facilmente del teorema 42°P las in-
clusiones: S C SS* y S* C SS* luego, igualmente S % S* C SS* En consecuencia, la formula

[e] [e] [¢]
F C S + S* implica: F C SS*, de modo que no es necesario examinar la primera de estas inclusiones
por separado.

Pero, de acuerdo con el teorema 55°, las férmulas: F € g y F c SS* proporcionan: F c Rg,
luego también C +tFcCH Rg, de donde en virtud del teorema 21 ° cl(C + Rg) C cl(C + F);

como segtn el teorema 61 cl(C 40— Rg) = 92 y en razoén del teorema 32 cl(C 40— F) < 22%, se obtiene
inmediatamente:

cC+F)=2"",1q.qd

oNa

Teorema Fundamental IX. Si 1 = R, y B < pla), se tiene,cl(C + Sp) =27".

Demostracion. En virtud de los teoremas 50  y 51 B, este teorema es tan sélo un caso particular
del corolario precedente.

Teorema Fundamental X. Si1 = R, yB.Lpla), setiene cl(T + Sg) = cl(T* + Sp) = 02

Demostracién. Por el teorem 36 P la operacién T es iterable (T? = T); por el lema 4 P, el teorema

52" (para B = p(a)) demuestra que laoperacion Sp(q) también lo es. Como ademés T Sp(q) = Spie) T
(teorema 51?), se concluye con ayuda del lema 14° que la operacién T S, es igualmente iterable. Por
el lema 17 y los teorema 36° y 50 > la operacién T Sp(q) es ademas adjuntiva.

Establecido lo anteriorSe razonara como en la demostraciéon del teorema 61, pero utilizando el

lema 58 en vez del corolario 60. Se llega asi a la igualdad: cI(T + Sg) = 22" Pero resulta del teorema

33 y del lema 19'¢quie cl(T* + S;) = cl([T + Spl*) = cl(T + Sg). Conjuntando las dos férmulas
obtenidas, se ve‘pues que:

cl(T ¥ Sp) = cl(T* + S%) = 22, L. q. q. d.

Corolario 63. ?) Si T = R, y B < pla), cada una de las féormulas: F COZ T 1 Sg, F COZ T Spg,
FCT + S;yF C T* S; implica que cl(F) = 2.
b)siT =Ry, B < pla) y F € YUg, cada una de las féormulas F (O: T+ S F COZ TS, F (OZ T* + S*

yF C T*S* implica que cl(F) = 22

Demostracién. Es analoga a la del teorema 49 y del corolario 62; para deducir P) de ?) se usa el
teorema 51°.
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En el corolario 63" hemos logrado evaluar la potencia de las familias cI(F) para una clase bastante
extensa de operaciones F, a saber para todas las operaciones que sean a la vez semiaditivas en grado

B < pla) (donde 1 = R,) e intrinsecas.

Teorema Fundamental XL Si 1 = R, y B < pla) se tiene

%) cl(S + Sf) = cl(S* T Sp) = 27,
b)cl(Sg + St) = cl(S, + Sp) = 22

Demostracién. En virtud del teorema 51 (para B = 7) y de la férmula: S5 CSCT, que
resulta segun el lema 19P¢, se tienen las inclusiones siguientes: S ¥ SZ & T* + S;, S* 1 S CT ¥ Sg,
Sg + S, CT+ Ssy S, + S; C T+ Si. Aplicando entonces el corolario 59* (para F =S+ S,
F = S§* + Sg, etc.) se llega a las férmulas deseadas.

Como otra consecuencia del corolario 63  citemos el siguiente:

Teorema 64. Si 1 = Ry y B < pla), se tiene cl(Rg) = cl(T + Rg) = cl(T* + Rg) =
cl(S + Rg) = cl(S* + Rg) = 22

Demostracion. Con ayuda de los teoremas 362, 50%, 51 554 y los lemas 17¢, 19Pcei ge establecen
facilmente las inclusiones Rg C T Sgy R G TS5, T+ Ry C TSy, T* + Ry C T* S5, S+ Ry C T+ S5
y S* + Rg C T Sg. Por el corolario 637 estas inclusiones implican las férmulas deseadas.

Ahora voy a demostrar dos lemas que permitiran reforzar el resultado del teorema fundamental
XIP en el caso donde aparte del niimero 3, el niimero 7 verifica también y < p(a).

Lema 65. Si K = Ry, existe una clase L tal que L € V(K) - cl(Sp(« —ok S* ) yL =R,

Demostracién. Enivirtud delteorema 502 y el lema 19!, tenemos Sp(q) € il ) Y Spa) € Upia), de
donde, por el lema 16°

Spa +s* ) € Upia (1)

pum— _ & S —
De acuerdo con el teorema 50! y el lema 19" (para f(X) = (X) ’ ) se tiene entonces: Spq)(X) <

(:) - y Shi (X) ( ) ' de donde, conforme a la definicion 9 [Spia) ¥ Sha)(X) < Spg(X ) +

— R — a

Sy ( ) < (X) - o -2 para toda claseX Si, ademds, X > 2, resulta del lema 59 que el numero (X) - s
— R

es transfinito (= R, ), lueco que (X) - 2= (X) ! ); en consecuencia, se tiene en este caso
p(a) goq

o =R a

[Spia) + Spie)(X) < (X) e para toda clase X. (2)
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Pero si X < 2, los teoremas 50°, 542 y el lema 19% implican que Sy (X) = X = S5 (X), de

donde [Sp(q) + S;e)(X) = X; se conluye fécilmente (con aguda del lema 5°) que la férmula (2) también
se satisface.

Teniendo (1), (2) y el lema 4®, las hipétesis del teorema 31, al escribir F 2 Spla) t Sha UB = pla),
se veran satisfechas; de ello resulta la existencia de una clase L que verifica las formulas:

L € V(K) - cl(Spia) + Sp)) (3)
Yy
= — Ny
L< (K™ (4)
En virtud de la definicién 5¢ la formula (3) dard: K C L; como por hipétesis K = Ry, se obtiene:
—_= — R a R (eX) —_=
R, < L. Por otra parte del lema 6 resulta que (K) - Napv = R, de donde segin (4) L < R,

Combinando ambas desigualdades, se llega a la formula

L = R, (5)

Las férmulas (3) y (5) prueban que L es la clase deseada.
Es posible generalizar y completar el lema precedente de la manera siguiente:

A SiK =Ry, B < pla)yy < 'pla) existe una clase L tal que L € V(K) - cl(Sg + S:),

V(K)-cl(Sg +S%) C V(L) yL =3,

Estd ultima proposicién contiene, como caso particular, el teorema conocido segtn el cual la clase
de todos los conjuntos borelianos de nimeros reales (o bien, puntos de un espacio euclideano) tienen
potencia 2%, En efecto, sea K la clase de todos los intervalos, &, = 2% y B = v = 1; las hipétesis del
teorema A se cumplen entonces (en particular las desigualdades B < p(a) y ¥ < p(a) por el lema 4°),
y se ve facilmente queda-clase L coincide con la de conjuntos borelianos.

El teorema A, se puede generalizar a su vez de la siguiente manera:

B. Si cf (max (B, y)= max(B, y), entonces para toda clase de conjuntos K le corresponde

una clase Tngue verifica las formulas: L € V(K) - cl(Sg + S;), V(K) - cl(Sg + S;) c VL) y

Rmax(gy)

L<(K) ™
Tal como el lema 65, este teorema B se sigue del teorema 31. En cuanto al caso donde cf (max (B,
7)) < max(B, ), véase la observacion de la pag. 36.

Lema 66.Si K € cl(T + Sg), L € cl(Ss + S3) yM = K + L + Ex,v[X € Ky ¥ € L], se tiene
M € cl(Sg + S5).

Demostracién. De acuerdo con el teorema 21 y la definicién 16, las hipétesis del lema implican
que
TK) cK y Sp(K) CcK, (1)
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Sg(L) c L y Si(L) C L. (2)

Con ayuda del axioma de eleccién se puede hacer corresponder a todo conjunto Z de la clase M,
conjuntos F(Z) y G(Z) tales que sea verdad

Z=F(Z)+G(Z),F(Z) e K+ {0}yG(Z) e L + {0} paratoda Z € M 3)

(si, en efecto Z € K, se escribe: F(Z) = ZyG(Z) = 0;si Z € L,sepone: F(Z) = 0y G(Z) = Z;
finalmente, en el caso restante: Z € Ex,y[X € Ky Y € L], se aplica el axioma de eleccién).
Consideremos una clase arbitraria N que verifique:

N € Ug(M) - {0}, (4)

de donde, por la definicion 5P,
NCM, N<® yN#£O0. (5)
De (3) y (5) se sigue que F(N) C K + {0}, F(N) + 0, GINpNC L + {0} y G(N) # 0; ademas,

F
en virtud del lema 112, F(N) < N y G(N) < N, de donde, segtin (5) F(N) < Rg y G(N) < Xg. En

consecuencia

FIN) € Us(K + {0}) - {0} . GIN) € U(L + {0]) - {0}. (©

Por (6) ¥ ,.n F(Z) = ZF(N) € X(Ug(K + {0}) — {0}), por tanto de acuerdo con la definicién
20 y el teorema 50° Y,y F(Z) € Sg(K + {0}) = Sg(K) + {0}; teniendo en cuenta (1), se obtiene:

Y "F(Z) € K + {0}. (7)

ZeN

Anélogamente se deduce de'(6) y (2):

Z G(Z) e L + {0}. (8)

ZeN

Notemos atin la consecuencia siguiente de (3) y (5):

SN) =Y Z =) (F(Z)+G(Z) =) F(Z)+)  G(Z). (9)

ZeN ZeN ZeN ZeN

Las férmulas (7)-(9) muestran que el conjunto 3(N) puede presentarse en la forma: 3(N) = X+ Y,
donde X € K+ {0}y VY € L+ {0}. Setiene entonces: 3(N) € Ex,y[X e K+{0}yY e L+{0}] =
Ex,y[ X e KyY eL]l+ K+ L+ {0}, de donde en virtud de la hipétesis X(N) € M + {0}, ya sea
3(N) € M, 0 X(N) € {0}. Pero debe observarse que formula: X(N) € {0} implica por (5): N = {0},
{0} € M, luego entonces también 3(N) € M. Por consiguiente, en cualquier caso, se cumple

(N) € M. (10)
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Ahora pasemos al conjunto I'(N). La formula facil del algebra de la l6gica: [, .. (F(x) + G(x)) —
[Tica Glx) C Y o4 Flx) permite deducir de (3) y (5) que

MN) -[[62) = [(Fz)+Gz) -] |62 c > F2. (11)

ZeN ZeN ZeN ZeN
Resulta de (7) y (11) que II(N) =[],y G(Z) € Y xcky o) UX), de donde segiin la definicion
17, TI(N) — [ 1,5 G(Z) € T((K) + {0}). Pero el lema 15" y el teorema 36*¢ implican la identidad
T(K + {0}) = T(K) + T({0}) = T(K) + {0}. Se sigue que II(N) — [],.5 G(Z) € T(K) + {0}, de

donde y de acuerdo con (1)

MN) - [ | G(Z) € K + {0}. (12)
ZeN
Por otra parte, en virtud de (6): TIG(N) € TI(Ug(L + {0}) — {03}, luego, segtin los teoremas 53 y
54° [1,.n G(Z) = TIG(N) € S;(L + {0}) = S;(L) + {0}. Se‘'obtiene segtin (2):

[ [62) L+ {o) (13)

ZeN

Observemos finalmente que las férmulas (3) y (5)dmplican la inclusion: [ [, G(Z) C TI(N), que
a su vez trae consigo la igualdad:

II(N) = <H(N) -11 G(Z)> + [ [ 6. (14)

ZeN ZeN

Asi en las férmulas (12)-(14) adquirimos una representacion del conjunto IT(N) en la forma: TT(N) =
X+VY,donde X € K+ {0}y V'€ L + {0}; tal como anteriormente (para el conjunto 3(N)) concluimos
[T1(N) € M + {0}, por tante FI(N) € M o bien II(N) € {0}. Pero el caso de [[(N) € {0} puede
eliminarse como sigue: si K # 0O se tiene como consecuencia del teorema 36° 0 € T(K), luego, segtin
(1)0 € K, T](N) € {0}.C K, de donde a fortiori [ [(N) € M (siendo K por hipétesis subclase de M);
si por el contrarie K= 0, la clase M coincide con L, luego en virtud de (4) N € Ug(L) — {0} y, en
razén del teorema'53, [ [(N) € SE(L), de donde, finalmente, segtin (2) [ [(N) € L = M. Asi, la férmula:
[1(N) € {0} siempre trae consigo: [ [(N) € M; en consecuencia,

[ JN) e m. (15)

__ Se ha probado, pues, que la férmula (4) siempre implica (10) y (15). Se obtienen asf las inclusiones:
Y (UgM) — {0}) c My [[(Ug(M) — {0}) C M, las cuales segun la definicién 20 y el teorema 53,
pueden expresarse mas brevemente:

SgM) Cc M y Sp(M) Cc M. (16)

De acuerdo con la definicién 16, las férmulas (16) dan: M € cl(S) - cl(S); con ayuda del teorema
21° se concluge de inmediato que

MeccllSs + S dppd
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El andlisis de esta demostracién nos conduce a enunciar el teorema siguiente: Sea K +L =
K+L+ XEy[X € K y Y € L] para cualesquier dos clases K y L; se tiene entonces Sg(K + L) =
+
Sp(K) + Sp(L) y Si(K + L) C TS4(K) + Sh(L).
Podemos demostrar que la clase M examinada en el lema 66 es la méas pequena que contiene las

clases dadas K y L, y es cerrada respecto a la operacién Sg t S; (o en forma equivalente, cerrada para
las dos operaciones Sg y Sj); permite por tanto definirse mediante: M = [[(V(K + L) - cl(Sg + Sp)).
La existencia de una clase M que tiene tales propiedades se deduce en el caso general del corolario 30
o bien del teorema 31; sin embargo, en el caso aquiconsiderado a causa de las fuertes hipétesis hechas
sobre las clases K y L, la estructura de la clase M es particularmente simple.

Teorema 67.Si 1 = Ry = K (donde K c U(1)), B<pla) y 7 < pla);se tiene

V(K)-cl(Sp + Sty = 22",

Demostracion. Se sigue del lema 65 que existe una clase L qué.verifica las férmulas:

L € V(K) - cl(Sp) + Spia) (1)
Y
L 2%, (2)
Escribimos para toda clase de conjuntos M-
F(M)=L+M+Xliy[XELyYEM], 3)
GM)=L-M. (4)

Consideremos dos clases arbitrarias M y N tales que

M cl(T + Spiw) v N € cl(T + Spa), (5)
F(M) = F(N) ¥y G(M) = G(N). (6)
Mostraremos que
M. E[XeL y YeN]JCN, (7)
X+VY
En efecto, sea
ZeM (8)

MEXICO



Traduccion Andres Sestier Bouclier
Grandes Cardinales 77

Z=X+Y,dondeXecL y YeN. (9)

En virtud de (9) X C Z, de donde segtn (8) y por la definicién 17 X € T(M). Como en virtud del
teorema 21° y de la definicién 16, (5) dara T(M) C M, se tendra X € M, de donde por (9) X € L - M;
teniendo en cuenta (4), (6), se obtiene de ahi X € L - N. Como Y pertenece a N por causa de (9), ocurre
{X, Y} C N;comoademés {X, Y} < Ry y {X, Y} # 0O, concluimos que {X, Y} € Up(N)—{0},
de donde conforme a la definicién 20 (paraK = N), Z = Y({X; V}) € Y (Upo)(N)={0}) = Spiey(N).
Observemos ademas que Sy()(N) C N (en consecuencia de (6), del teorema 21° y de la definicién 16).
Se llega asf a la férmula:

Z c N. (10)

Se ha probado que las condiciones (8) y (9) implican siempre(10); por consiguiente la inclusién
de (7) queda establecida. Observemos sin embargo que en virtud de (6) y (4) la inclusién siguiente se
verifica también:

M- (L + N) c'N. (11)

Las formulas (7) y (11) dan: M- (L + N + XEy[X eL y VY eN] c N;sustitugendo en (3) M
+
por N, se concluye que M - F(N) C N, de donde'segin (6) M - F(M) C N. Como ademas en virtud de

(3), M c F(M), se obtiene finalmente
M c N. (12)

La inclusion inversa: N @M se deduce de manera completamente anéloga; junto con (12), se
obtiene pues la igualdad:

M = N. (13)

Se ha mostrado asique las férmulas (5) y (6) implican (13). Este resultado puede evidentemente
formularse eomiorsigueisea Y cualquier clase, si M € cl(T + Spla)) - E[F(X) =Y],N e cl(T + Spla)):
E[F(X) = Y] ¥ G(M) = G(N), se tiene M = N; en otras palabras, la funcién G transforma

biunivocamente la familia cl(T + Spla)) E[F(X) = Y] en su imagen segin G, es decir, en la familia

Glcl(T + Spla)) - E[F(X) = V]). Por consiguiente, ambas familias son de la misma potencia:

cU(T + Spia) - E[F(X) = V] = G(cl(T + Sp() - EIF(X) = V)). (14)
X X

Observemos que en virtud de (4) G(H) C U(L) para toda familia H de clases, de donde segiin (2) y

el lema 109 G(H) < 2% Esta desigualdad se verifica en particular para 3 = cl(T + Sp) - ETF(X) =
X

Y], lo cual junto con (14), dara:
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cl(T + Spio) - E[F(X) = V] < 2% para toda clase Y. (15)
X

De conformidad al teorema fundamental. X (para B = p(«)), se tiene

cl(T ¥ Sp) = 2°°, (16)

de donde 2% < cl(T + Sp(a))- Poniendo en el lema 11%: f=F, A = cl(T + Spa)) yb = 2%y
tomando en cuenta (15), se ve que las hipétesis de este lema se satisfacen.

Por consiguiente, F(cI(T + Sp)) = cl(T ¥ Spi(a)), de donde, tomando (16)

F(cl(T + Spa)) = 22~ (17)

Consideremos cualquier clase M de cl(T t Sp(a))- Por (1) y (3), eldema 66, reemplazando K por
M, M por F(M) y B por p(a), nos dara: F(M) € cl(Spq) + S5 ()i Pesulta ademds de (1) y (3) y de la
definicién 5% que K ¢ L ¢ F(M), luego que F(M) € V(K).-Pero este razonamiento se aplica a toda
clase M de cI(T + Sp(a)), Y entonces se concluye que

F(cU(T + Spiey)) € VIK)eel(Spia) + Siigy)- (18)

De acuerdo con el teorema 52°, las desigualdades B < p(a) y v < p(a), dadas por la hipétesis,

implican que Sg C Spi) U S, C Sp(a); de'donde S, C S} (lema 19°) y después Sg + S, C
Spla) + S5 (o) (lema 13). Con ayuda del teorema 21 (para F = Sg F S,y G = Spla) + S;(a)) se obtiene
de ello: cl(Spa) + Shia) C cl(Sg + S;,), de donde segin (18)

Fel(T + Spi)) € V(K) - cl(Sg + S)). (19)

Pero las formulas (17).y,(19) implican de inmediato

V(K)-cl(Sg + S) > 2.

Como la desigualdad inversa: V(K) - cl(Sg ¥ Sk) < 22" resulta de inmediato del teorema funda-
mental XI® (o bien del teorema 32), se tiene finalmente:

V(K)-cl(Ss + St) = 22, lqqd

Se puede mostrar, mediante a un ejemplo bien escogido, que las dos desigualdades B < p(a) y
v < pla), que figuran en la hipétesis del teorema precedente son esenciales; con mas razén podemos
afirmar que la operacién S}, no se deja reemplazar por S* ni por T. Pero parece probable aunque no lo
he podido demostrar, que es posible reemplazar la operacién S, en el teorema 67 por C logrando ast
reforzar el teorema fundamental IX.
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En cuanto a la operacién Rg, un resultado analogo puede formularse establecido para esta operacion
s6lo bajo restricciones adicionales, especialmente en la forma del teorema:

A Sil= Ry = K (donde K c U(1)), B<pla) y 02 < %, se tiene V(K) - cl(Rg) = 02

La demostracion se apoya sobre el teorema 559 y dos lemas siguientes, que se prueban como los
lemas 65 y 66:

B.SiK = Ry, B<pla) y 22% < R, existe una clase L tal queL € V(K)-cl(Rg) y L= Ry

C SiKeclT+ SglLeclRg) y M=K+L +XEy[X e K y Y e L] setiene M € cl(Ry).
+

Observemos que la formula B < p(a), respectivamente y < p{a), se satisface en todo caso
para B = O respectivamente y = 0; esta observacion permite deducirralgunos corolarios del teorema
fundamental X y el teorema 67 que no formularé explicitamentedaqui. El caso mas interesante es aquel
en que f3 respectivamente max(f3, ) es un niimero de primera especie y R = a’¥-1, respectivamente
= a®m67)-1; a causa del lema 4°, las desigualdades aludidas‘son verdaderas también en este caso. En
particular por este camino se obtiene el siguiente:

Corolario 68.

@) Si 1 es el conjunto de todos los niimeresireales (0 mds generalmente un conjunto de potencia
9280

2%) se tiene cl(T ¥ Sy) =27 ;

®) Si ademds, K es la clase de_todos los intervalos de niimeros reales (o mds generalmente una
_ 92"

clase cualquiera de la potencia 2% de subconjuntos de 1) ocurre V(K) - cl(Sy + S})

Demostracion. Cuanddw¥, = 2™, el lema 4¢ sefiala: 0 < p(a) de donde 1 < p(a). Si se escribe
por consiguiente, en los téeremas X y 67: 8, = 2% y B = 1, respectivamente 8 = 7 = 1, las hipétesis
de estos teoremas se.cumplen y se obtienen las férmulas buscadas.

Este corolarioypresenta la solucién de los problemas que me plantearon los Srs. Poprougénko y

()
Sierpiriski.!)~ Gomo es facil ver, la familia V(K) - cl(S; + Sj), que se consideré en el corolario 68°,
coincide con la de todaglas clases de conjuntos inductivos en el sentido de Lusin;? la clase mas pequena

L de ésta familia, L = [ [(V(K)) - cl(S; + S}), es notoriamente la de todos conjuntos borelianos 2).

Se debe notar, respecto de lo dicho sobre el teorema 67, que atn en el caso particular de este
teorema, en el corolario 68, la operacién S} no se puede reemplazar por S*, ni por T, ni por Ry (pues
la familia V(K) - cl(S; + S*) = V(K) - cl(S; + T) = V(K) - cl(Ry), donde K es la clase de todos
los intervalos, s6lo contiene un elemento, a saber, la clase de todos los conjuntos de niimeros reales).
Pero ignoramos si no se puede reemplazar Si por C, esto es, si las clases de conjuntos de niimeros
reales, conteniendo todos los intervalos todas las sumas de las infinidades numerables y todos los

.7. . 280
complementos de sus elementos, forman una familia de potencia 2% .

Wease W. Sierpiniski, Sobre las familias inductivas y projectivas de conjuntos, Fund. Math. XIII, pag. 228.
2Veése pég. 73.
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Ahora bien podemos reforzar el corolario 68° reemplazando ahi las operaciones Sy y S por
operaciones cualesquiera de una extensa clase que el Sr. Hausdorff denominara 65 — funciones
(respectivamente od — funciones), asi por ejemplo la operacion A del Sr. Souslin y su operacién
doble®> A* . Mediante una extensién adecuada de este concepto de Hausdorff se alcanza hasta una
generalizacion del teorema 67.*

Los resultados hasta aqui obtenidos no nos proporcionan medio alguno de evaluar la potencia de

las familias cl(C + Sg), cl(T + Sg), cl(Sg + S;) etc., en el caso en que el niimero f3 (respectivamente
los dos ndmeros B y ) es > p(a) el simbolo R, designa la potencia del conjunto universal 1. Este caso
ofrece dificultades absolutamente esenciales. A decir verdad, aquino podriamos llegar a conclusiones
definitivas mas que en el caso donde los nimeros considerados 8 y 7 sobrepasan no solo p(a), sino
también a; en efecto, por el teorema 529, las familias aludidas coinciden entonces.con'las examinadas
en los teoremas fundamentales V - VII del seccién anterior, de manera que cada una,de estas familias es
de la potencia 2%«. En lo que sigue mostraremos que el mismo resultado se dejasdemostrar también bajo
hipétesis més generales B > p(a), respectivamente 7y > p(a), bajo la condicién de que se admita como
base de los razonamientos la hipétesis H, es decir, el teorema de Cantor,sobre los alephs, que se vio en
la seccién 1 (pag. 11). Para ello determinamos primero ciertas cotas,para las potencias de las familias
examinadas sin utilizar por el momento la hipétesis H.

Teorema 69.Si 1 = R,, B > cf(a) y vy > cfla), se tierte
P < cl(Sg + SENE 2

Demostracion. En virtud del teorema 512 y dél lema 19°¢ se tiene: Sg E Sy S’; & S* & T, de
donde Sg + S, CT+S aplicando el teorema 49 (para F = Sg + S’;) se obtiene de ello:

oM < cl(Sp + S%). (1)

El lema 2° (para A = 1) implica la existencia de una sucesién de conjuntos A¢ del tipo wes(q) que
verifican las férmulas:

£<wcf(a)
Ae C A, cuando € < N < Wef(a), (3)
Ae < Rq para € < Wef(q)- (4)

Si M es una clase de conjuntos escribimos:

FM) = E [€ < wef(o) y X € M]. (5)

Ag-X

3F. Hausdorff, Mengenlehre, 1l Aufl., Berlin y Leipzig 1927, pags. 89-93.
*La extensién de los resultados obtenidos en este trabajo a las operaciones de Hausdorff sera objeto de una nota
especial (que saldra en esta revista).
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GM)=M- > UA,). (6)
€<wcf(a)

Sean M y N dos clases sujetas a las condiciones:

MecliSs+S:) v NecllS+S5), (7)

FM) = F(N) y G(M) = G(N); (8)

mostraremos que estas clases coinciden.
Para ello consideremos un conjunto arbitrario X tal que

X e M. (9)

Se concluye facilmente de (6), (8) y (9) que
la formula:

Xe ) U(A) implica: XeN. (10)
g<wcf(a)

Ahora bien, admitiremos en los sucesivo que

Xe Y v, (1)

£<wcf(a)

Evidentemente se tiene, por (2):

X= Y A X (12)

€<wcf(a)
Sea £ un nimererordinal que verifica:
£ < Wef(a)- (13)
Existe sin duda un-nimero &; tal que
£ < &1 < Wef(a) YA&'X_ZAn'XTL“O' (14)

n<&
puesto que de lo contrario las férmulas (3), (12) y (13) darfan:
X=A-Xc€ Z U(Ag), contradiciendo (11).
g<wcf(a)
En virtud de (5), (9) y (13) se tiene Ag, - X € F(M), de donde de acuerdo con (8) A¢, - X € F(N).
Aplicando otra vez la férmula (5) (para M = N), se concluye que existe un niimero & y un conjunto ¥
que satisface las condiciones:

Eo < Wefa) ¥ Agy- X =Ag-Y, (15)
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Y eN. (16)

Resulta inmediatemente a partir de (15) que

Ag - X = Agy - Agy - X = Ag - Ag, - V. (17)

Si se tuvieran & < & < Wef(q), se obtendria de (3): Ag, C Ag,, de donde en virtud de (17),
Ag - X =Ag, - X, Ag - X — Ag, - X = 0, lo que evidentemente contradice (14). Por consiguiente,
tenemos en razén de (14) y (15), & < & < Wef(q), de donde segtin (3) Ag, C Ag,; ésta inclusion junto
con (17) proporciona: Ag, - X = Ag, - Y. Se obtiene segundamente Ag - Ag, - X = Ag - Ag, - Y; como
ademads segtn (3) y (14), Ag C Ag, , se tiene por fin

Ae-X =Ag- V. (18)

Asi queda demostrado que para todo nimero € que verifica la desigaaldad (13) existe un conjunto
Y que cumple con las condiciones de las férmulas (16) y (18). Con ayuda del axioma de eleccién se
puede por lo tanto hacer corresponder univocamente a todo £ < wef(s) un conjunto ¥ sujeto a dichas
condiciones; en otras palabras, existe una sucesién de conjuntos;”B, (de tipo wcf(q)) verificando las
férmulas:

Ag - X =A-Be pard € < Wef(a) (19)

B: € N, cuando £ < wef(q) (20)

Toda suscesion de conjuntos crecientes es, como se sabe, una sucesién convergente en el sentido
de la definicién 7¢, y su limite es igual-al«conjunto-suma de todos sus términos. Esto atane en particular,
a las sucesiones Ag y Ag - Be deltipo wef(q), que en virtud de (3) y (19) son sucesiones de conjuntos
crecientes. Segun (1), (12) y (19).8e'tiene pues

lim Ag =1, llm(Ag . Bg) = X. (21)
£<wcl(a)
Poniendo en el lema 42> Fs = B y G¢ = A (y reemplazando & por wef(q)), se concluye de

(21) que la sucesion de conjuntos Be - glim Ag es también convergente y que se tiene glim (Bg -
<Wef(a) <Wef(a)

lim Ag) = lim (A- Bg), de donde lim Bg = X. De conformidad con la definicién 17, se
g<wcf(a) £<wcf(a) £<w0f((1)

sigue en particular que

X =1lim B,
g < wcl(a)
luego que

x=[] Y B. (22)

€<wcf(a) g§n<wc1‘(a)
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En virtud de (20) se tiene E[.’f < N < Wef(ey) € N; a causa de la desigualdad: B > cf(a), dada

por hipétesis, se obtiene ademés sin dificultad: Ep [£ < N < wWefq)] < Refq) < Rg. Con aguda de la
definicién 2° se concluge que la clase E [.{-’j < N < wep)] pertenece a la famlha Ug(N) y ademas a la

familia Ug(N) — {0} en el caso donde &’ < Wcf(a). Por consiguiente, Z B, = Z(E € <n<
L ££n<wcf(a) "
Wef(a) Z — {0}), y en razén de la definicién 20:
Y ByeS(N) para € < wefa)- (23)
g§n<wc1‘(a)

Pero, en virtud de (7) y del teorema 21° se tiene N € cl(Sg), dedonde, segin la definicién 16
Sp(N) C N; asociamos esta inclusién con (23), se deduce:

Z B, € N para &< wef(q)- (24)

’fgn<wcf(a)

Por un razonamiento anélogo (con la diferenciade'que en lugar de la ecuacion (20) y de la definicién

20 se recurre a la férmula (24) y el teorema (53)) se llega a la férmula: n Ye<n <weq Bn € Nola cual

(@
é‘,’ < Wef(a)
daré segun (22):

X eN. (26)

La férmula (26) queda establecida con la hipétesis (11). Pero segtin (10), esta férmula se presenta
también bajo la hipétesis ¢ontraria; en consecuencia queda satisfecha en general. Queda probado que
la férmula (9) trae consigo (26), para cualquier conjunto X; este hecho, puede expresarse brevemente
con la inclusiéon: M@ N. Como la inclusién inversa se establece de manera completamente analoga, se
tiene por fin

M = N. (27)

Asihemos demostrado que si ambas M y N se cumplen las férmulas (7) y (8) igualmente verifican
la identidad (27). Este resultado puede evidentemente resumirse en la proposicion siguiente: Siendo Y

una clase cualquiera, si M € cl(Sg Y S;) - Ex[F(X) = Y], N € cl(Sg ¥ S;) - Ex[F(X) = VY], y
G(M) = G(N), se tiene M = N.
Por consiguiente, la funcién G transforma biunivocamente la familia cl(Sg + Si) - E[F(X) = Y]

en su imagen G(cl(Sg + S;) - E[F(X) = V), de tal suerte que
X

[e]

cl(Sp + S%) + Ex[F(X) = V] = Glcl(Sg + St) - E[F(X) = V]) (28)
X
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Observemos que en virtud de (6) se tiene G(M) C Z U(Ag) para toda clase M, por tanto

g<wcf(a)

U ( Z U(Ag)) para toda familia de clases 3 y en particular,

g<wcf(a)

Glcl(Sg + S%) - E[F(X) = Y)) c U ( Y. U(Ag)) . (29)
X

g<wcf(a)

Ahora bien, el lema 10¢ da: U(Ag) < 9% de donde, en virtud de (4 ) y de la definicién 4, U(Ag) <
o paratodo £ < wef(a) Y, PoOr tanto Z U(Ag) < Z U (Ag) < o Ref(aymEomo ademas segtin

£<Wef(a) £<Wef(ng)
Ry Ry Ry Ry
los lemas 59 y 1%, 2% > R, > Ref1a, lueco entonces 2~ - Resrqy = 2- setendra U(Ag) < 2-.
Y f(a) g fla) £

£<wcf(a)
Aplicando otra vez el lema 10%, obtenemos:

U( 3 U(Ag)> <™ (30)

g<wcf(a)

Facilmente se deduce de (28)-(30) la desigualdad:

cl(Sp +. SV E[F(X) = V] < 27, (31)
X
Escribiendo en el lema 11°: f =P y A=cl(Sg + S;), de (31) se concluye que
cl(Sg + 1) < F(Sp +S2)- 27 (32)
Por otra parte de (5) resultasque F(M) C Z U(A¢) para toda clase M, por tanto que F() C
£<wcf(a)
U ( Z U(Ag)) , para toda familia J{, por tanto que,
g<wcf(a)

£’<wa

Flcl(Sg + S%)) ( Y UA) ) (33)

Las férmulas (30) y (33) de inmediato traen consigo: F(cl(Sg + S:)) < 22ia, de donde segun (32)

T E— oo ofa
cl(Sg +S5) <27~ -2

y entonces,

oRa-2 Ry ; . L Ry o
= 2"~ . Pero 2~ es un nimero transfinito (por el lema 59), asf 2 -2 = 2

MEXICO



Traduccion Andres Sestier Bouclier
Grandes Cardinales 85

cl(Sg +S) < 2. (34)
Juntando (1) y (34) se obtiene finalmente la férmula buscada:

a

oM < cl(Sp + Sp) < 27

Teorema 70.Si 1 = R, y B > cf(«), se tiene

oNa

a) 9% < ¢l(C + Sp) < 2 ;

b) 9% < CI(T + Sp) = cl(T+ 1 SF) < 2

¢) 2% < cl(S + Sf) = cl(T* + S5) < 2

Demostracion. Por el teorema 51° y el lema 19° se tiene:

Ci SgcC 1S y Sp ¥ SE i S 5 SZ i T4 SZ; C T+ S*, de donde en virtud del teorema
219:

cllC +S) C cl(C + Sp)

cllT* ¥ S*) C cl(T* +S5) C cl(S + Sj) C cl(Sg + Sp).
A causa del teéréma 50% se puede aplicar el teorema 28°, poniendo ahi: F=Sg; se deduce:
cl(C + Sp) = cl(C ¥ Sp + S;), por tanto usando el teorema 21° (para F ZC y G = Sp " Sp):
cl(C + Sp)=cl(C) - cl(Sg + S;). En consecuencia,

(3)
cl(C ¥ Sp) C cl(Sg + Sp).

Con ayuda de los teoremas fundamentales V y VII se deduce con facilidad de (1) y (2) las desigual-
dades siguientes:

(4)

oM < cl(C ¥ Sp) y 2% < cl(T* + S3) < cl(S + Sp).

Asimismo en razén del teorema 69 (para y = f), Las inclusiones (2) y (3) proporcionan:
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N

cliC + ) <2y cllT*+ 5% <cllS+5p) <2
P i

Resulta del lema 199 que [T " Sgl* Z T+ S; yque [S + S;l* 287 Sg; aplicando entonces
dos veces el teorema 33, se llega a:

(6)

(T +Sg) 2 cl(T* +S3) y cl(S+S) = cl(S* + Sp)

De (4)-(6) se obtienen inmediatamente todas las férmulas buscadas.

Teorema 71.Si 1 = R, y B> cfla), setiene

T Y ORa
T

@) 2% < cl(Rg) < 2

oha

b) 2% < cl(C + Rg) < 2 ;

oNa

¢) O < cl(T + Rg) = cl(T* + Rg) < 2 ;
B B

d) 2% < cl(S T Rg) = cl(S* + Rg) < 22

Demostracion. La demostracion es, a ‘grandes razgos, analoga a la del teorema anterior. Con
ayuda de los teoremas 554 510, 42a:b j'de los lemas de §2 se establece sin dificultad las inclusiones:
Sg+S; CRgCS* TR CT+RECST y Sp+S; C C+ Ry C C + SS* por la aplicacion del
teorema 21¢ se obtiene:

clSTHael(T + Rg) C cl(S* + Ry) C cl(Rg) C cl(Sg + Sp) (1)

¢l(C ¥ SS*) C cl(C + Rg) C cl(Sg + Sp). (2)

Por los teoremas 249, 42%°, 36°, y el lema 19, se tiene cl(ST) = cl(S + T) y cl(SS*) =
cl(S + S*); en virtud del corolario 22 y del teorema 28° esta dltima férmula implica: cl(C T SS*) =
cl(C+S+S*) =cl(C+8). Con ayuda del teorema V y VII concluimos que

cl(ST) = cl(C + SS*) = 2N, (3)

Por el teorema 69 tenemos ademas:

o oRa

cl(Sp +Sp) < 2% (4)
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De las férmulas (1) a (4) se deduce inmediatemente :

R

9% < cl(T + Rg) < cl(S* + Rg) < cl(Rg) < 22 (5)

S o 1 S oo
9% < cl(C ¥ Rg) < 2. (6)

Tomando en cuenta el teorema 55% y aplicando el teorema 33 y el lema 199, se llega a las igualdades:

cl(T + Rg) = cl(T* + Rg)

cl(S + Rg) = cl(S* T Ry). (7)

Las férmulas (5), (6) y (7) en conjunto, permiten obtenér las férmulas buscadas.

En los teoremas IX a XI y 69-71 hemos examinado lafamilia ¢ /(T + Sg) y las otras familias analogas
en los dos casos siguientes: 8 < p(a) yB > cf (a) (siendo R, la potencia del conjunto 1). Por el contrario
estos resultados no comprenden el caso donde p{a@) < B < cf(a); en este ultimo caso no sabemos
evaluar las potencias de las familias consideradas ni atin, establecer para ellas, delimitaciones interesantes

(sin contar delimitaciones bastante simplés.que resultan del teorema 49: 2% < cI(T + Sg) < 22) En
particular no se ha deducido si se pueden generalizar los teoremas 69 - 71, reemplazando en donde
aparezca cf (a) por p(a), si bien esteyproblema parece tener bastante posibilidades. Esta laguna en los
resultados obtenidos hasta el presente no se puede llenar, salvo que se recurra a la hipétesis H, dado que
(como ya lo mostramos por eldema 9°) esta hipétesis excluye el caso donde p(a) < B < cf ().

Teorema Fundamiental XII. La hipétesis H trae consigo las siguientes consecuencias: Si 1 = R,
y B > pla), se tieng

a) cl(C% Sp) = 2%

b) cUT + Sp)'= cl(T* + Sg) = 2;

°) cl(S + Sp) = cl(S* + Sp) = 2

) si ademds y > pla), entonces cl(S T Sp) = 2%,

Demostracion. Es suficiente recordar que como consecuencia de la hipétesis H se tienen las for-

mulas cf(a) = pla) y o Ry (Ilema 9%°), iy seguidamente aplicar los teoremas 69 y 70.
Anélogamente, del teorema 71 se deduce el siguiente:
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Teorema 72. La hipdtesis H trae consigo la siguiente consecuencia: Si 1= R, y B > pla), se

tiene cI(Rg) = cl(C + Rg) = cl(T + Rg) = cl(T* + Rg) = cl(S + Rg) = cl(S* + Ry) = 2N

Es interesante examinar las dificultades que enfrentaran los intentos por evitar la hipéteis H en las
demostraciones de los teoremas XII y 72.

Supongamos que, en efecto, lograsemos demostrar una de esas formulas sin esta hipétesis, por
ejemplo, el teorema XII°. Obtenemos entonces como caso particular (para @ = @ y B = 1)la
proposicion siguiente:

A Sil= R, se tiene cl(T ¥ Sy) = 2%,

Admitiremos ahora que la hipétesis ordinaria del continuo: 2% = R, es verdadera. En virtud
del teorema del Sr. Bernstein ! tendremos entonces para todo niimero ordinal « tal que 0 <
a < w, las igualdades: Nﬁo = Ry - 20 = R, -8Ry = R; por tanto, seatin el lema 4¢, p(a) < 1.
Para B = 1 en el teorema X, se obtiene por consecuencia:

B. Si 2% = &, yi = Ry, donde 0 < a < w, se tiene cl(T i Si) = 92

La proposicién B se generaliza fdcilmente como sigue:!

C Si2d =Ry A - R, donde 0 < a < w, se tiene UU(A) - cl(T ¥ Sy) = 22* Tomando como
1 un conjunto arbitrario de potencia ¥, y un'subconjunto A de potencia R, donde o < w, de A
y C se deduce D:

D. Si2% =R y a < w, setiene 229 < 2N y 2Na < N,

Ahora, todos los intentos para establecer con ayuda de la hipétesis ordinaria del continuo las de-
sigualdades semejantes a las que-Constituyen la tesis de la proposiciéon D se han saldado hasta hoy con
absoluto fracaso.

Tendremos que considerar entonces que es poco probable que la proposicion A y, por consiguiente
el teorema XII® sea demostrables gin la hipétesis generalizada del continuo.

En mis notas anteriores®ssefialé que ciertos resultados obtenidos con ayuda de la hipétesis H se
pueden establecer sin ella, pero con la condicién de restringir el dominio de los nimeros cardinales
considerados, a un sistema por muy vasto de ntimeros ¥4 definidos por recursién como a continuacién:

Ro) = Ro; Rypie) = 2% para a de primera especie

'Untersuchungen aus der Mengenlehte (Inaugural-Dissertation), Halle a. S. 1901, pag. 49 (Math. Ann. 61).

'En el fondo, esta “generalizacién”, es ilusoria, pues la proposicién C no constituye mas que otra formulacién de
la proposicién B. En efecto tuve oportunidad de mencionar en este trabajo (pags. 2, 26) que el simbolo 1 desempeiia
el papel de un signo variable que denota el conjunto de todos los individuos considerados en un teorema dado. Sale
sobrando, tal vez, aclarar que la “generalizacion” que se aplicé para la proposicion B, sirve para “generalizar” todos los
teoremas sobre las familias de la forma cI(F), donde F es una operacion intrinseca cualquiera.

2Quelques théorAlmes en sous-ensembles presque disjoints, Fund. Math. XII, pag. 204, y Fund. Math. XIV, pag.
213.
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Ro(a) = ZNH(@ para a de segunda especie « # 0.

E<a

Ahora bien, la situacion es todavia la misma en lo tocante a los teoremas XII y 72: todas las férmulas
de estos teoremas pueden establecerse sin la hipétesis H a condicién de que a sea de la forma a = 7r(ay),
donde a4, es un numero de segunda especie. En efecto, se puede mostrar entonces que p(a) = cf (a) =
cf(ay) y que! o Ry; pero, son las tnicas consecuencias de la hipétesis H que intervienen en la
demostracién del teorema XII.

Observemos también que como lo mostramos en el corolario 63, todas las familias de la forma cI(F)
donde F es una operacion sujeta a la inclusion: F & TSg, luego, en particularina operacién semiaditiva
del grado B e intrinseca, tienen la misma potencia, a saber 22, en la hip&tesis de que B < p(a) (siendo
R, la potencia de 1). Por el contrario, en el caso de B > p(a) las familias del tipo considerado no
tienen potencias iguales. En efecto, se pueden indicar como ejemplo.de operaciones F semiaditivas del

grado S e intrinsecas las operaciones T, Sg y S;; por un lado y las operaciones T ¥ Sg, S ¥ S;;, Rg,

y T + Ry, por otro lado; pero en el primer caso tendrembs cl(F) = 2% (teoremas II, VIII) y en el
B P p Y

segundo cl(F) = 2% (teoremas XII, 72).
Para terminar, cabe decir algo sobre ciertas operaciones que vienen a ligarse en las que examinamos
en este parrafo. Antes que nada hay que mencionar una generalizacién de la definiciéon 20. Introduz-

camos la operacién Sy, definida por la férmula:* Sy (K) = ZI{EX)[X cK y 0< X < b] Si b es

un numero trasnfinito, a saber b = Rg, la operacién S, coincide con Sg por el contrario, en el caso
de b finito, estamos en presencia de una nueva operacion. Sin embargo, esta generalizacién no tiene
valor desde el punto de vista de.estas consideraciones: ya que para b < 2 la operacion S, es banal

(Si)(K) = Syy(K) = 0 para_toda clase K, S Z I); si por el contrario, 2 < b < Ry, se comprueba
facilmente que cl(Sy)) = cHSo).

Después es la operacion Bg , definida por la férmula Bg ,(K) = [[(V(K) - cl(Sp T S;)), la que
merece se le preste atencién. La clase Bg , (K) es pues la clase mds pequenia que contiene a la clase K
y es cerrada respeeto a las.operaciones Sg y S5 (vedse pags. 76, 79); se le podria llamar clase de los
conjuntos borelianos formados de la clase K, que es aditiva de grado B y multiplicativa al grado 7.
La operacién'Bg -, ha‘sido estudiada hasta el presente sobre todo en el caso B = y = 1, donde coincide
con la operaciémboreliana habitual y ademés, en el caso® B =y =0 y B = 2, ¥ = 1. Desde el punto
de vista de estas investigaciones esta operacién no tiene atin gran importancia, a causa de la formula

facil del obtener cl(Bg,) = cl(Sg + S;)-
§7. Operacion D. Clases sustractivas de conjuntos

La operacion D consiste en agregar a la clase de conjuntos dada K, todas las diferencias de los

La primera de estas férmulas resultan del teorema II, enunciado en la nota del Fundation Math. VII, pag. 9; la
segunda es consecuencia de la definicion de los niimeros R (q).

2Veése el articulo de Kozniewski y Lindenbaum, pag. 59 nota 1).

3Véase pag. 62 notas 1), 2).
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conjuntos que pertenecen a esta clase; las clases de conjuntos que son cerradas respecto de esta operacion
se llaman clases sustractivas.

Definicion 22. D(K) = K + XEy[X cKy YeKl]

De entre las nimerosas propiedades elementales de la operacién D sélo citaré las que utilizo mas
adelante.

Teorema 73.

‘) DelydondeD e tlg y DeM
b) I C D;

°) D(0) = 0;

d) DCT;

¢) D C Si[I + CJ;

f1ssc Y DY

1<v<w
g) S* & DSD y con mds generalidad, SE & DSgD.

Demostracion. Las férmulas @) a 9)#ésultan casi de inmediato de la definicién 22 y las definiciones
precedentes. Para establecer la férmula £), observamos que todo conjunto de la clase dada K, en virtud de
la férmula bien conocida: X —Y = X*(1'—Y), atn toda diferencia de dos conjuntos de esta clase se puede
representar como productos de des, por tanto de menos que ¥, conjuntos de la clase K + 1Ey[Y € K].

Segtin la definicion 22 y elteorema 53, se tiene pues D(K) C Si(K + 1Ey[Y € K]), donde se obtiene

de inmediato, con ayuda de las definiciones del seccién 2, la inclusion buscada: D c Syl + CJ.
) La férmula X Y = X5 (X — V) implica que X - ¥ € DD(K), bajo la condicién que X € K

y Y € K. En razén deda definicién 10°¢ se concluge de ahi por medio de una induccién facil que

l—l Xe € D*(K), cuado v < wy Xe € Ky1 < & < v + 1. Pero, a consecuencia del teorema
1<E<v+1
53, los conjuntos l—l X¢ forman la clase S{(K); luego se tiene Si(K) C Z D"(K), de donde

1<€<v+1 1<v<w

SSE Z D" l.q9.9.d.

1<v<w
La férmula: 9) se obtiene andlogamente a la formula ¢) apoyandose en la transformacién conocida

del Algebra de los conjuntos: H(K) =X- Z(X —Y) paratodo X € K, yrecurriendo a la definicién

YeK
18 y al teorema 44, respectivamente (en lo que toca a la segunda inclusién) a la definicién 20 y el teorema
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53. Se debe observar que en la demostracion de esta segunda inclusién se recurre ademas al lema 11¢

(para probar que XEy[Y ¢ K] < K), por lo tanto, indirectamente al axioma de eleccién.

La operacién D*, doble de D, se caracteriza por el teorema siguiente, que resulta facilmente de las
definiciones 14, 15 y 22:

Teorema74.D*(K) =K+ E |
(1-X)+V

Esta operacion consiste en anadir a una clase de conjuntos K cocientes de los elementos de esta
clase: entendemos por cociente de los conjuntos Y y X al que esté dadopor Z = V: X = (1 - X) + Y.

A causa del lema 19 las propiedades de la operacion D* inmediatemente se deducen de las que les
corresponden para la operacién D formulada en el teorema 73. Se tiene ademés el siguiente

XeKy YeK]

Teorema 75. C ¢ DD*

Demostracion. Considerese una clase cualquiera K. Sea X, C(K), y por tanto X = 1 — Y donde
Y € K (definicién 14), de donde en virtud del teorema 74%Y-€ D*(K) y 1 = (1 — Y) + Y € D*(K);
por consiguiente, segin la definicion 22, X =1 — Y € ®DD*(K). Se sigue que C(K) C DD*(K) para
toda clase K, por lo tanto que C C DD~ l.q.q.d.

Voy a indicar aqui algunas propiedades de-las operaciones D y D*, omitidas en los teoremas
precedentes. El teorema 73% puede reforzars¢como sigue: D(Y) = Z D(X) para toda clase

XcVY y X<3

de conjuntos ¥, de donde en particular, DX + Y+ Z) = DX + ¥) + D(X + Z) + D(Y + Z) para
todas las clases X, ¥ y Z. Se tiene'@ continuacién por los teoremas: si K # 0, entonces 0 € D(K)
y1l e D*K);si1 € K, se tiene C(K) C D(K); si 0 € K, se tiene C(K) ¢ D*(K); D C TC;
DC C D+C; C c D*D (idférmula"doble” del teorema 75); DSS* C SS*D, D[Sp+S;] C SpS;D,
D[Ss + S5] C S;SsD-y DRy C RgD; $*D C D[S + S*] , en general, 5D C D[Sg + S3);

D(K) < K+ (K 2:Finalmente hay que notar que MD(K) es una clase de conjuntos ajenos entre s
cualquiera que sea'la clase)K (veése la definicién 19).

En vezdela operacién D, suele considerarse la operacion habitual Dy, determinada por la férmula
D;(K) = E[XeX'y VY e K], yse designa de la clase D;(K) por K, .! Las operaciones D y D,

X-v
estan muy estrechamente relacionadas, por ejemplo: si 0 € K, se tiene D(K) = Dy (K); DDy = D? y
DD D% D= D, + I Esta dltima igualdad da: cl(D) = cl(Dy), de tal suerte que no importa cual
de las dos operaciones D y Dy, se toma como objeto, desde el punto de vista de estas investigaciones
(comparemos con el teorema 23° y las observaciones que la acompanan). Entre otras propiedades de
D, mencionamos finalmente estas dos: Dy Z D;C y D% Z D,;Dj.

Ahora pasaré a las familias de las clases cerradas respecto a las operaciones D y D* y a las opera-
ciones de la forma F + D, F 1 D* yF + D yF + D + D*, donde F es de las operaciones examinadas
en las secciones anteriores. En este estudio se simplifica notablemente mediante unas identidades que

'Vease Sierpinski pag. 113, citado en la pag. 62, nota 2).
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son vélidas entre estas familias y que voy a establecer preliminarmente.

Observemos que las clases de la familia cl(Sg + D) ya se estudiaron aunque desde otro punto de
vista por el Sr. Hausdorft, a las cuales el designa con el nombre de Rorper en el caso 8 = 0 y erweiterte
Kiper en el caso general.!

Teorema 76. cl(D) C cl(S§), cl(D*) C cl(Sy).

Demostracién. Teniendo en cuenta el teorema 73/ y aplicando el teorema 219, se obtiene:
cl < Z D”> C cl(Sg),
1<v<w

de donde en razon del teorema 21°.

[ ] ctD”) c cl(sy). (1)

1<v<w

También, el teorema 25 proporciona en virtud del teorema73°:

cl(D”) = cl(D) paral < v < w. (2)

Resulta inmediatamente de (1) y (2) que

clD) c cl(S}), (3)

de donde C(cl(D)) c C(cl(Sg)); con ayuda del teorema 26 concluimos que cl(D*) C cl(S§*), y
se tiene por el lema 19°:

cl(D*) C cl(Sp)- (4)

Las férmulas (3) y (4) consitituyen el.teorema que ha quedado demostrado.

Teorema 77.
a4) cl(C + D) = cl(CFD*) =cl(C + D + D*) =cl(D + D*) = cl(C + Sp);

b) cl(C+D+H) = cl(C+D*+H) = cl(C+D+D*+H) = cl(D+D*+H) = cl(C+S,+H).
para toda operacion H.

Demostracion. Segtn los teoremas 28 y 739, se tiene

cl(C + D) = cl(C + D*) = cl(C + D + D). (1)

Vease Hausdorff, Mengenlehre, Berlin und Leipzig 1927, 78 - 82
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El teorema 21° (para F = C y G =D+ D*) da: cl(C +D+ D*) = cl(C) - cl(D + D*), de
donde

cl(C + D + D*) c cl(D + D). 2)

ComoD* C D+ D*, se concuye del teorema 21% que cl(D i D*) C cl(D*), en razén del teorema
76,

cl(D + D*) C cl(So). (3)

Las inclusiones: cl(D + D*) C cl(DD*) y cl(DD*) C cl(C), de las cuales la primera resulta
del teorema 24“ y 73% y la segunda de los teoremas 21? y 75, dan como congecuencia inmediata:

cl(D + D*) C cl(C). (4)
Las férmulas (3) y (4) implican: cl(D + D*) c cl(C) - cl(Sg)de donde segtin el teorema 21°,

cl(D + D*)  cl(C%'Sy). (5)
Volviendo a aplicar el teorema 28° y tomando én"ctienta el teorema 50%, obtenemos:
cl(C +84) 2 cl(C + Sp). (6)
Fl teorema 23° (para F = C + S¢) implica que cl(C t S§) =cl(I fCH S¢) = cl(S§ +I+C)).
En virtud de la inclusién evidente: I & I+'C, concluimos del teorema 249 (para F = S5 yG S1+ C)
que cl(S§ + 1 + C]) C cl(Sg[I + CJ). Por consiguiente,
cl(C + S%) C cl(SI + C)). (7)

Con ayuda del teorema 21? se deduce del teorema 73°, la inclusién: cl(S§[1 " C]) C cl(D), la cual,

junto con (6) y (7), proporciona: cl(C + So) C cl(D). Mediante doble aplicacién del terorema 21° se

obtiene facilmentércl(C %S,) = cl(C +[C +So]) = cl(C)-cl(C +So) C cl(C)-cl(D) = cl(C+D),
por tanto

cl(C + So) € cl(C + D). (8)
Las férmulas (1), (2), (5) y (8) trae consigo la identidad buscada:

clCID) =clC LD =cllC+D D) =clD 1 DY) =clC + ), Apgd

Aplicando el corolario 22%) se obtiene facilmente ). Como casos particulares del teorema 77°
citamos las identidades:

cl(C + Sg+ D) =cl(Sg + D + D*) = cl(C + Sg), cl(C+S+D) =clC +8), etc.

Corolario 78.

Contents

MEXICO



Traduccion Andres Sestier Bouclhier

94 Universidad Auténoma Metropolitana

Q) cl(T + D*) = cl(T* + D) = cl(C + T);
®) cl(T $D*+H)=clT* + D+ H) =cl(C+T+H) para toda operacién H.

Demostracion. @) Poniendo en el teorema 77°:H =T, respectivamente H = T*, obtenemos:

(1) cHIC+D+T) =cl(D+D*+T) ycl(C+D* T =cl(D + D* + T

Segtin el teorema 73¢ y el lema 19° se tiene D cT y D* c T*, donde T+D = T, T* i ) L T,
con lo cual simplificamos las férmulas (1) para obtener:

(2) cl(C £+ T) = cU(T + D*) y cl(C + T*) = cl(T* + D).
Ahora bien las igualdades de (2) junto con el teorema 41%, nos proporciona la férmula buscada.
®) Fl corolario 22 implica ®) a partir de ¢).

Tomando en cuenta el teorema 41, se concluge del corolario precedente que la familia cI(T + D*) =

cl(T ¥ D), asi como toda familia de la forma cI(T YD H) = cl(T* D+ H), donde H es cualquier
operacion considerada en este trabajo, contiene solo dos elementos-a saber 0 y U(1).

Teorema 79.

) Si B > v, setiene cl(Sg + D) = cl(Sg% S* + D) y cl(S* + D*) = cl(S, + S§ + D*);
B B % Y Y B

®) cl(S + D) = cl(S +S* + D) 2cl(S+S; + D) y cl(S* + D*) = cl(S + S* + D*) =
cl(S, + S* + D).
Demostracion. @) En virtud el teorema 52b y el lema 19, tenemos S;‘, C SZ, de donde en razon

del teorema 739 S, c DSgD; con ayuda del teorema 21¢ se concluye que

(1)

cl(DSgD) C cl(S%).

Poniendo en el teorema 249, F = D y G = SgD y tomando en cuenta el teorema 73% se obtiene:
cl(D + SgD) C cl(DSgD); como ademas cl(D + SD) = cl(D) - cl(SgD) por el teorema 21° se tiene:

(2)

cl(D) - cl(SgD) C cl(DSgD).

El teorema 24 da todavia en virtud de 73°: cl(Sg t D) C cl(SgD); del teorema 21¢ (o 21°) que

cl(Sg + D) C cl(D). Por consiguiente,

(3)
cl(Sg + D) C cl(D) - cl(SgD).

Las inclusiones (1) - (3) implican inmediatemente:
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(4)
cl(Sg + D) C cl(S%).

Pero el teorema 21° implica que cl(S% + Sp +D) = cl(S;) - cl(Sg + D); aunado con (4) esta dara
la primera férmula que se buscaba:

o

cl(Sg + D) = cl(Sg + S, + D).

Por el corolario 27, se sigue que cl([Sg t DJ*) = cl([Sg t S, + DJ*), de donde deducimos con
ayuda del lema 19°4, la segunda férmula:

clS; 1 D*) = cl(S, S5+ D), Apgal

b) Sea R, la potencia del conjunto universal 1. Pongamos: By=tmax(a + 1, %), de donde B > 7.
Las formulas ) que acabamos de establecer dan entonces:

(5) cl(Sg + D) = cl(Sp + S + D) = cl(Sp + S; + DYy cl(Sh + D*) = cl(Sy + Sj; + D¥) =
cl(S, + S; + D*).
Como en virtud de la definicién de B, se tiene 1-= Rg, el teorema 519 implica: Sg S Y, por

consecuencia, Sg Z S*. Entonces al reemplazarien (5) Sg por S y Sj por S*, llegamos de inmediato a
las identidades buscadas.

El siguiente teorema nos permite segiiidamente resumir (al final de la seccién) de una manera muy
clara todos los resultados obtenidos en este trabajo.

Teorema 80. Sea R la clase compuesta por operaciones C , T, T*, S, S* y por todas las
operaciones Sg y Sy, (donde.£ y n son niimeros ordinales arbitrarios); sea £ la clase formada por

las operaciones C, T, T#, C iT y todas las operaciones Sg, S’,';, C+ S¢, T ¥ Seg, T ¥ S’,';, , S¢ ¥ S’,';,

Se + D, S; +D, S¢ T S; +D, Yy Se t S; + D, (€ y n arbitrarios). Se tiene entonces

EFcs®)= EGe g

Demostracion. Consideremos una familia arbitraria X tal que

X € Cll(EF)[F e S(R)). (1)

De conformidad con la definicién 11%, (1) implica la existencia de una clase de operaciones S que
verifican las férmulas:

X = cl Z G|, (2)

Ge 6y
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GiCR y & £0. (3)

Ahora bien, probaremos que existe una clase de operaciones G, y de ntimeros ordinales 8 y 7 que
satisfacen las condiciones:

G = G, (4)
Ge 6y Ge
S, C {C, T, T*, Sp, S, D, D*} y &, 0. (5)

Resulta, efectivamente, de (3) y de la hip6tesis del teorema que S no<contiene més que las opera-
ciones C, T, T*, S, S*, D, D" asi como las operaciones de la forma S¢’" y S;. Las operaciones S
y S* pueden representarse bajo la forma de Sg, respectivamente Sj; (ya que, siendo R, la potencia del

[e] o
conjunto universal 1, se tiene por el teorema 519: S = S, y S*= S ,); es por esto que aqui los

podemos pasar por alto. Ahora sea §i, respectivamente §o, las*clases de todas las operaciones de G4
que son de la forma S, respectivamente S; y Ay, respectivamente Ay, el conjunto de todos los indices
&, respectivamente 7, de tales operaciones. Escribimos: 8. = sup(A;) y 7 = sup(Ay); &, = &4,
cuando §1 = 0 = Fo; Sy = (G4 —F1) + {Sg} cuandoFy #0, y o = 0; Sy = (&1 — Fo) + {S; ),
cuando §1 = 0y §o # O, finalmente &y = (&1 —[F1 + Fo) + {Sp, S} }), cuando F1 £ 0 y Fo # 0.

o

Resulta del teorema 52% que Sg = Y, Gepara F1 # 0 y también (en virtud de lema 199) que
G e §i

S, = Y’  Gpara Fo # 0. Se deduce sin dificultad la igualdad (4) y se concluye de inmediato de la

Ge
defincién de Gy que en este caso verifica también las formulas (5).

Observemos ahora las idéntidades siguientes, que existen entre las diversas familias de la forma

cl <ZG€6G> , donde & es una.subclase de {C, T, T, Sg, S;, D, D*}:

el(T) = cl(T + S%) = cl(T + D) = cl(T + S + D); (6)

cl(T + Sp) = cl(T + S + S%) = cl(T ¥ S + D) = cl(T + Sg + St + D); (7)
cl(T*) = cl(T* + Sg) = cl(T* + D¥) = cl(T* + Sg + D*); (8)

cUT* ¥S%) = cl(T* ¥ Sp + S%) = cl(T* + S5 + D*) = cl(T* + S + S, ¥ D*); (9)
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ciC+T)=cllC+T+ G)
Ges
= cl(C+ T + G)
Ges
—cl(T +T* + G)
Ges
= cl(T +D* + G)
Ges
=cl(T*+D + GE@G). (10)

para toda subclase de {C, T, T* Sg, S;, D, D*};

cl(C + So) = cl(C + D) = cl(C + D*) = cl(D + D*) = cl(C + D + D*); (11)

o (o} (o}

cl(C +Sg) = cl(C+Sg+D) = cl(C +Sp + D= cl(Sg+ D+ D*) = cl(C + Sg+ D+ D*); (12)

cllC+S,) 2cllC+S:) =clCTS:+D)
= cl(C ¥ S; + D*) = cl(S; + D + D¥)
= cl(C + S, ¥ D+ D*); (13)

cl(D) = cl(S: + D) y cl(D*) = cl(Sy + D*); (15)

Estas féormulas se demuestran como sigue:
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Las identidades (6)-(9) resultan de las incluisiones: S, CT, DCT, Sg c T* y D* c T
(teoremas 51°, 73%, lema 19°), que en virtud del lema 13 implican las igualdades: T 2T+ S5 = T+D
e igualmente T* =T+ Sg = T* + D*.

Para demostrar la férmula (10), hay que observar que para toda operacién G de la clase {C, T,
T S, S5, D, D*} se tiene G(0) = 0 (lemas 187 y 19%, teorema 36°, 50¢ y 73°); resulta de ello segtin

Y G

Ge6

la definicién 9° que también se tiene (0) = 0 para toda subclase & de esta clase. Asi pues,

poniendo en el teorema 41° y en el corolario 78°: H = ¥ ;_<G y aplicando el teorema 41%, se obtiene
la férmula buscada. 3
Las identidades (11) se establecen en el teorema 77%. Poniendo en el teorema77°: H = Sg y

tomando en cuenta la inclusién: Sy C Sg (teorema 52°), se llega a la formula(12). Las férmulas (13)
y (14) se obtienen de manera totalmente andloga (H = S}, respectivamente-H = Sg + S;), pero se
= cl(C + 83), de
donde en virtud del teorema 52¢ y del corolario 22 (para F = C% S,, G=C+ Si. y H = Sp),
cl(C + Smaxip) = cllC + S, + Sg) = cl(C + S T Sp).

Las igualdades (15) se deducen fécilmente de los teorémias 76 y 21° (para F = Sy G = D,

tendra cuidado de observar que en razén de los teoremas 28b y 50% cl(C + S v)

respectivamente para F Zs, y G = D*). Finalmente, las férmulas (16) tan sélo presentan casos
particulares del teorema 79¢.
Ahora bien, se ve con facilidad que en consectiencia de la definicién 9%° y las identidades (6)-(16)

que se acaban de establecer, toda familia deda-forma cl <Z G> , donde & es una subclase no vacia

Ge6
de {C, T, T, Sg, S;, D, D*}, coiticide con una de las siguientes familias: cl(C), cl(T), cl(T*),
cl(Sp), cl(S:), clC ¥ T), clCY Sp), cl(C ¥ Sp), cl(C+S,), cl(T* + S, cl(sﬁ TS,
cl(Sy + D*), cl(Sg + D), cl(S; + D), cl(S, + D), cl(Ss + S; + D), cliSg +S% + D),

cl(Sg + S, + D*), ycl(S; + S + D*), de acuerdo con la hipdtesis, con una de las familias cl(G)
donde G € £. Esto se’aplicaen particular a la familiacl [ Y G |, siendo, S, por (5) una subclase

G e Sy
no vacia de {C, T, T*, Sg, S}, D, D*}; asf pues, existe una operacién G’ que cumple con:

i: G| =cllG) (17)

Ge Sy

G e & (18)

Las igualdades (2), (4) y (17), de inmediato daran: X = cl(G’) : asociando con (18) se obtiene
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X e Cl](EG)[G € £]. (19)

Asise demostra que la férmula (1) siempre implica (19); por lo tanto, se tiene la inclusién: IE(:‘F)[F €
C

S(R)] C l]{EG)[G € £]. La inclusién inversa resulta de la hipdtesis de manera inmediata, y entonces
C

llegamos finalmente a la identidad buscada:

EFesm)= EGei], Lq.qd

Los problemas que tratan de la potencia de las familias de la forma cl(F) no presentaran en esta
seccion dificultades apreciables y no exigiran nuevos métodos de deduccion.‘Se observard que las famil-
ias de la forma cl(F), donde F es una suma de operaciones que entre sus’ sumandos contienen ya sea
las dos operaciones D y D* , ya sea una de ellas acompanada por G, T, T*, pueden omitirse en el
estudio de estos problemas pues en virtud del teorema 77 y el corolario 78, estas familias coinciden con
las que ya se estudiaron en §§4-6. Asi por ejemplo al confrontar los teoremas IX y 77¢ se convence uno
de inmediato que en la hipétesis: 1 = R, la familia cl(G $D) = cl(C + D*) = cl(D + D*) es de
potencia 2%

Teorema Fundamental XIII. Si i = R,, sétiene

@) ¢cl(D) = cl(D¥) = 22;

b) cl(S + D*) = cl(S* + D) = 22

°) cl(Sg + D¥) = cl(S} +. Dy = 22,

Demostracién. Segin el teorema 73% y el lema 19°, se tiene D* C T*, de donde en virtud del

o o o [¢]
teorema 51°, S+ D* € T* y Sg+D* C T*. Establecido lo anterior se razona como en la demostracién
del teorema fundamental IV.

Teorenia Fundamental XIV. Si 1 = R, se tiene cl(S ¥ D) = cl(S* ¥ D*) = 2%,

Demostracion:” En razén del teorema 73%, se cumple S +D C T+S, de donde en virtud del
teorema 21 , cl(T + S) C cl(S + D); en razén de los teoremas 79° y 21° se tiene ademés: cl(S + D) =
cl(S +S* + D) = cl(S + S*) - cl(D) C cl(S + S*). Se sigue

(1)

clT+S) <cl(S+D)<cl(S +S*).

De acuerdo con los teoremas fundementales V y VI, cl(T + S) = 2% =cl(S t S*), lo que segiin

(1): cl(S + D) = 2%. Como ademas, por el teorema 33 y el lema 199, cl(S* + D*) = cl(S + D), se
deduce finalmente:

Contents
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cS+D) =cl(S*+D*) =2  lqqd

En el caso donde 1 = a < Ry se puede establecer para las potencias de las también estudiadas en
el teorema XIII las mismas limitaciones que se indicaron antes (pag. 44) para la familia c[(T); en cuanto

a las familias del teorema XIV, las delimitaciones establecidas para la familia c[(S + S*) (pag. 55) siguen
siendo vélidas para ellas.

Teorema Fundamental XV. Si 1 = R, yB < pla), se tiene

%) cl(Sg + D) = cl(S; + D) = 22,

b) cl(S + Sj + D*) = cl(S* + Sg + D) = 22

°) cl(Sg + S5 + D) = cl(S, + S + D*) = 22,

Demostracion. Con ayuda del teorema 51°, 739 y'deblema 19° se convence de que por ser F una
de las seis siguientes operaciones: Sg +D, S; +D%'S + S; +D*, S+ Sg +D, Sg + S, +D y
S, + S; + D*, se tiene ya sea F CT+ Sg yasea F C T + Sg. Asi es que al aplicar el corolario 63,
se obtienen inmediatamente todas las férmulas)buscadas.

Queda abierta la pregunta si se puede reforzar el teorema XV en el mismo sentido que el teorema

XI® (es decir, que si se puede reemplazar en el teorema 67, S;, por D); este este problema por demés, es
equivalente al problema analogo coneerniente a la operacion C (véase pag. 78 y 79).

Teorema 81.Si 1 = R y B < pla), se tiene cl(Rg + D) = cl(Rg + D*) = 22

Demostracion. La demastracién estd basada en las formulas: Rg +DC TSg, Rg +D* C T*S;
y no difiere de la del teorema 64 (respectivamente del teorema anterior).

Teorema 82.Si 1 = R, y B > cfla), se tiene

o

a) 2% < cl(Sg + D) = cl(SY + D*) < 27 ;
8 5

oha

b) 9% < cl(S + S+ D¥) = cl(S* + Sp + D) < 2

oha

©) 2 < cl(Sp S5 + D) = cl(S, + S + D¥) < 2.
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Demostracion. En virtud de los teoremas 51°, 734 y del lema 19, se tienen las inclusiones:
Sg +DcC Sg -T—S’;, +DcCs —T—S,g ¥DCTYS, que dan en razén del teorema 21¢ :clT+S)c
cl(S* + Sp + D) c cl(Sg + S; + D) c cl(Sg + D). Tomando en cuenta el teorema fundamental V,
se obtiene de aqui:

2% < cl(S* + S + D) < cl(Sg + S5 + D) < cl(Sg + D). (1)
Por los teoremas 79% (para 7 = B)y 21°, cl(Sg + D) = cl(Sg + S; + D) = cl(Sg + S;)-cl(D) C
cl(Sg + Sp). Como por hipétesis se tiene B > cf(a), el teorema 69 (para y = B) implica ademés:

cl(Sg + S;) < 22*  Por consiguiente:

cl(Sg + D) < 22, (2)

9b,d

Finalmente, aplicando varias veces el teorema 33 y el lema19°“ se llega a las igualdades:

cl(Sp 1 D) = cl(S; £ D7), cl(S S5+ D" =cliS* £S5+ D) 1y

clSs + St ¥ D) = cl(S, + S} + D*). (3)

De (1)-(3) se obtienen de inmediato todas las férmulas buscadas.

Teorema 83. Si 1 = Ry y B> cf (a), se tiene 2% < cl(Rg + D) = cl(Rg " D*) < 27~

Demostracion. La demostracion es por completo similar a la del teorema 71.

Teorema Fundamental XVI. La hipdteis H trae consigo las consecuencias:
Sil =g B > pla), se tiene:

%) cl(Sg + D) = cl(S; + D*) = 2,

b) cl(S + S ¥ D*) = cl(S* + Sp + D) = 2,

°) cl(Sp + St + D) = cl(S, + S} + D*) = 2=,

Teorema 84. La hipétesis H implica la siguiente consecuencia:

Sil= Re y B > pla), se tiene cl(Rg + D) = cl(Rg + D*) = 2%,
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Demostracion. La demostracion de los dos tdltimos teoremas estd basada en los teoremas 82, 83 y
en el lema 9%°, no presenta dificultades (vease el teorema XII).

Al comparar los teoremas XIII® y XIV vemos que las familias cl(S + D) y cl(S* + D), que uno
pensaria que son idénticos, se comportan en realidad de formas esencialmente diferentes, atin desde el

punto de vista de sus potencias. Para las familias cl(Sg +D) ycl(Sg + D) el mismo efecto es producido
por los teoremas XIII¢ y XVI®.

Resumen

El campo de estas investigaciones comprende ciertas operaciones elementales que hacen corre-
sponder a toda clase de conjuntos, nuevas clases de conjuntos, a saber las operaciones C , T, S,
Se, (donde £ recorre todos los niimeros ordinales) y D, asi como mediante sus operaciones dobles; la
clase de todas estas operaciones se denot6 mediante K (teorema 80). Los problemas fundamentales de
esta obra consisten en determinar la potencia de las familias de todas lasiclases que se componen de
subconjuntos de un conjunto dado 1 y que son cerradas respecto de una,cualquiera de las operaciones
indicadas o bien respecto de varias de dichas operaciones a la vez; en nuestro simbolismo que las famil-
ias aludidas se presentan bajo la forma de cl(F) donde F € &(8)-’En los teoremas fundamentales de
§§3-7 hemos examinado una serie de problemas de este tipo y hemos logrado (recurriendo a veces a la
hipétesis del continuo de Cantor respecto de los alef) determinar las potencias de las familias consider-
adas segun la potencia R, del conjunto universal 1. Los'tesultados obtenidos muestran que la potencia
de una familia examinada es igual las mas de las vecés'ya seaa 22 yaseaa 2% no obstante ciertas
familias consideradas no tenian mas que 2 elementos.

Para darse cuenta, en cual medida los problemas de esta especie quedan agotados por nuestras
investigaciones, se consultara el teorema80. Este teorema muestra que todas las familias cI(F) donde
F € G(R) se reducen a ciertos tipos, hastante simples y poco numerosos. Combinando este resultado
con los obtenidos en los teoremas fundamentales I-XVI, se constatara que las investigaciones presentes
agotan todos los problemas que.atanen a la potencia de las familias de todas las clases cerradas
respecto a una operacion arbitraria de la clase & o bien respecto a varias operaciones de esta clase,
a la vez.

Es interesante el.hecho de que los resultados antes expuestos pueden extenderse a las operaciones
de una clase mucho mas vasta‘que G(R), a saber, a las operaciones de la clase 28 (R) formada por todas
las operaciones que se obtienen de las de la clase & mediante la adicién y la multiplicacién relativa
efectuadas un nimero arbitrario (finito o transfinito) de veces (ver la definicién 11¢). Las operaciones de
la clase 2B (R) pueden presentar una estructura muy complicada y no se pueden reducir a un finito de
tipos simples. Por el contrario, de las observaciones generales de §3 (véase teorema B. pag. 32) resulta
que las familias de la forma cl(F) donde F € 9(R), se prestan a una reduccién considerable y esta
reduccién desemboca en las mismas familias que aparecieron en el curso del examen de la clase G(R)
en el teorema 80 y en una sola familia nueva cl(I), cuya potencia conocemos por el teorema 32.

Algunos resultados (teoremas 61, 64, 72, 81, 84) tenian que ver con una clase més extendida, que
se obtiene de £ al adjuntar operaciones R (donde £ recorre todos los nimeros ordinales). Sin tratar
de agotar en este trabajo todos los problemas de este género tan solo haré la observacion de que los

problemas que no se han mencionado explicitamente (por ejemplo el de la potencia de la familia cl(Sg +
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R, )) pueden ser resueltos facilmente por los métodos aplicados repetidamente en este trabajo.
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