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Prefacio

El proyecto TECOLOTE (Teoría de Conjunto, Lógica y Temas afines) se propone presentar
dos volumenes que cubran diversos aspectos de la lógica matemática (teoría de modelos
clásica, lógica modal, lógicas no clásicas, incompletud de la lógica de primer orden), de la
teoría de conjuntos (teoría de modelos en teoría de conjuntos, teoría de modelos núcleo),
así como algunas aplicaciones al álgebra tanto de la lógica, como de la teoría de conjuntos.
Ambos volumenes son, hasta cierto punto, continuación de [FerVill11] y [FerVill11b]. En este
primer volumen consideraremos la teoría de modelos clásica y sus aplicaciones (privilegiando
el Álgebra), los teoremas de incompletud de Gödel y sus extensiones mediante lógica modal.

Existen numerosos libros sobre teoría de modelos accesibles y que cubren la materia desde
varias puntos de vista; desde el libro clásico de Chang y Keisler [CK93] hasta textos mod-
ernos con diversas tendencias como lo son [Roth00] y [Mar02] que tratan aspectos de la
teoría usual de modelos, pero también asuntos no del todo estándar. Algunos de ellos
tienen predilección por las aplicaciones al álgebra u otras disciplinas. Por otro lado, los
teoremas de incompletud de la aritmética ha sido explicados en detalle en algunas textos,
entre los cuáles destaca el de Smullyan quien presenta diversas demostraciones del mismo.
En cuanto a sus extensiones a través de la lógica modal, hay dos libros que desarrollan el
tema de manera accesible y son los de Boolos y Smorynski.

Estos volumenes cumplen, al menos así lo esperamos, diversas expectativas. Quizá la más
importante sea presentar el material en forma más accesible para los lectores hispanohab-
lantes, sin por ello rebajar el nivel académico. Con esto queremos cubrir una deficiencia
en la literatura en español disponible actualmente, pero no por ello hemos renunciado a
llevar al lector, en algunos temas, hasta los resultados más recientes. Sin embargo, hemos
procurado presentar el material de forma tal, que cualquier lector dispuesto a dedicarle el
tiempo suficiente tanto a la lectura como a la resolución de ejercicios, pueda salir adelante
por sí mismo e incorporarse a la investigación de alto nivel y de frontera.

i



ii Prefacio

Otro de los objetivos que nos planteamos es poner en contacto al estudioso con diversas
ramas que no son fáciles de encontrar en otros textos; tal es el caso de, por ejemplo, la
teoría de juegos, la teoría de Ehrenfeucht-Fraïsse, lógica de la demostrabilidad y forcing en
teoría de modelos.
En la exposición de los resultados de Gödel, hemos hecho énfasis en la línea que va de
los problemas para los que existen algorítmos de solución, hasta los sistemas axiomáticos
con enunciados indecidibles, pasando por los conjuntos no decidibles, pero cuyos elementos
pueden ser algorítmicamente enumerados. El objetivo es doble. Por una parte, la calcula-
bilidad parece ser uno de esos conceptos clave en las matemáticas, profundamente vinculado
con la naturaleza de cierto tipo de pruebas y con cuestiones filosóficas relativas a la natu-
raleza de la mente. De la misma forma, el que los sistemas axiomáticos que formalizan la
aritmética y que cumplen ciertas condiciones mínimas de adecuación sean fatalmente incom-
pletos, arroja una sombra de misterio sobre la naturaleza de la verdad matemática y es, sin
duda, uno de los resultados lógicos que ha generado mayor cantidad de litratura filosófica.
De él se sigue que las dificultades que habían encontrado en su desarrollo dos de los grandes
programas de fundamentación de la matemática, el logicismo de Dedkind, Frege y Russell
y el programa formalista de Hilbert, no eran accidentales. Cualquier intento de revivir las
ideas de estos pensadores en torno a la naturaleza de las matemáticas tiene que adaptarlas
a la nueva situación revelada por los teoremas de Gödel. Es por ello que éstos resultados
representan un parteaguas en la filosofía de las matemáticas y su comprensión cabal es obli-
gatoria para cualquier estudiante de ésta discilpina y otras afines, como la filosofía de la
mente. Por otro lado, es interesante, desde un punto de vista matemático cómo una serie
de teoremas importantes (tal vez no tan inmediatamente relacionados entre sí) dependen
de ciertos métodos de demostración. Tanto la solución del problema de la parada y cues-
tiones relacionadas (la insolubilidad el décimo problema de Hilbert, por ejemplo), como los
teoremas de Tarski y Gödel dependen en última instancia de la capacidad para producir
enunciados o procesos auto-referenciales. La clave para la producción de estos enunciados de
manera consistente y seria depende a su vez de dos recursos: la aritmetización y el método
diagonal. A través del orden que hemos dado el texto queremos que el lector perciba estas
relaciones. Más adelante, hemos expuesto una introdución a la lógica de la demostrabil-
idad para que el lector aprecie cómo esta herramienta arroja luz sobre el fenómeno de la
auto-referencia que es un tema de especial importancia para la linguística y la filosofía del
lenguaje.

De una u otra forma prevalece cierta división entre los profesionales de la teoría de modelos:
aquellos que recurren muy a su pesar a la teoría de conjuntos (manteniendo su presencia en el
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mínimo indispensable), y los que incorporan sin reparos incluso los métodos más sofisticados
a su investigación. En los texos más recientes prevalece el primer punto de vista, por lo que
nosotros hemos tratado de recuperar el espiritu inovador de [CK93] y no sólo aprovechar
las enormes posibilidades de la teoría de conjunto, sino estudiar y desarrollar ésta mediante
la teoría de modelos, meta que se realiza en el segundo volumen. Pero ya en éste el lector
podrá apreciar numerosas incursiones de la combinatoria infinita en la solución de diversos
problemas de la teoría de modelos y el álgebra; sin embargo, será hasta el volumen dos, en
el que demos rienda suelta a nuestra fascinación por la maravillosa teoría originada por G.
Cantor.

Otra meta que perseguimos es despertar en el lector el deseo de dedicarse a la investigación
en estas áreas. Con este fin, hemos dedicado numerosas páginas a los ejercicios propuestos;
el nivel de éstos varia enormemente, desde aquellos que requieren una simple verificación,
hasta los que pueden servir como punto de partida de una investigación suceptible de pu-
blicarse en una revista de alto nivel. No obstante, ninguno de los ejercicios encierra un
problema abierto, pero el debilitamiento de una hipótesis o la generalización de una con-
clusión pueden conducir al lector a territorios inexplorados. No consideramos pertinente
clasificar los ejercicios en cuanto a su grado de complejidad, pues tal distinción, siendo ma-
yormente subjetiva, puede confundir más que facilitar la solución de los problemas en libros
de este nivel. Quisieramos remarcar una y otra vez que es absolutamente indispensable que
el lector emprenda la tarea de resolver ejercicios, pero que la dificultad de algunos de ellos no
sea el motivo para interrumpir la lectura del texto De nihilo nihilum; en muchas ocasiones,
la imposibilidad de resolver algún ejercicio se desvanece al considerar nuevos temas o pers-
pectivas, al enfrentar nuevas ideas o desarrollos, o simplemente, al permitir que el cerebro
elabore razonamientos más sofisticados conforme se avanza en el texto. Recomendamos al
lector tratar de resolver varios ejercicios al concluir la lectura de un capítulo, persistiendo lo
suficiente para desarrollar las habilidades necesarias y adquirir nuevos conocimientos, pero
no empecinarse, si algún problema se manifiesta especialmente elusivo Aequam memento
rebus in arduis servare mentem. También debe saber el lector que la mayoría de los proble-
mas pueden admitir más de un método de solución; con esto queremos ilustrar el hecho de
que el lector puede requerir resultados de otros capítulos para resolver un problema o mejor
aun, necesite consultar alguna obra de la bibliografía. Esto viene a cuento, no sólo para
advertir al lector de esta situación, sino para darle mayor libertad a la hora de enfrentar
los ejercicios, y no constreñirlo al uso de ciertos teoremas, lemas, etc. Aquellos ejercicios
que pudieran considerarse excesivamente demandantes están acompañados de sugerencias
detalladas para su resolución, donde estas indicaciones pueden contener los pasos a seguir
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para la solución, o bien una referencia a la literatura donde se encuentre el resultado o uno
análogo.
Consideramos de enorme importancia que el lector manifieste una gran iniciativa al trabajar
esta obra y adquiera las habilidades recién mencionadas, pues de esta forma será más sen-
cillos su incorporación a la investigación Dente lupus, cornu taurus petit. En esto adquiere
mayor relevancia en los capítulos VI y VII, sobre los cuales vale la pena abundar un poco
más. Como es natural, muchas nociones, construcciones, lineas de investigación, etc. rela-
cionadas con el material que aquí presentamos no las hemos podido incorporar por falta de
espacio Copia ciborum, subtilitas impeditur; para remediar un poco esta situación ciertas
nociones excepcionalmente importantes, por ejemplo de la teoría de modelos, las ilustramos
en el reino de la teoría de módulos. Tal es el caso de la teoría de la estabilidad y lo mismo
ocurre con algunas series de ejercicios que convocan al lector a trabajr cierto material que
puede resultar atractivo, importante y con grandes posibilidades de generalizarse.
Todos los volúmenes de este proyecto presuponen que el lector tiene la formación necesaria
en lógica matemática (la que se puede obtener de [FerVill11] y [FerVill11b]) y en teoría
de conjuntos (por ejemplo la que se obtiene de [Le02]). Los autores han organizado el
material aquí presentado de la manera que consideran más adecuada para llevar a buen
puerto el estudio de estas disciplinas; disponemos de numerosas obras excelentes que nos han
permitido elegir los resultados, la presentación, los ejercicios y, en ocasiones, remediar errores
y deficiencias, pero que han sido de invaluable ayuda para nosotros; es difícil sobrestimar la
contribución de diversos trabajos en esta obra. Las bibliografía al final del libro indica las
referencias que hemos consultado para formar este volumen.
Sería de enorme ayuda para los autores conocer las opiniones de colegas, lectores, estudi-
antes, etc. acerca de este libro, por lo que mucho agradeceríamos nos enviaran sus comen-
tarios a la dirección de correo electrónico:

tecolote2000@gmail.com

Versiones preliminares de este libro han sido utilizadas en varios cursos y seminarios. Los
autores agradecen los comentarios, sugerencias y correcciones de los estudiantes involucrados
Homines, dum docent discunt.
Algunas aclaraciones importantes debemos hacer ab initio. Hemos buscado facilitar al máx-
imo la lectura del texto y ello nos ha llevado a suprimir en muchos casos, cuando no hay
riesgo de confusión, las diferencias entre uso y mención de expresiones. Como podrá adver-
tirse con mucha frecuencia empleamos un símbolo de manera autónima, es decir, como su
propio nombre; y una expresión como nombre de la concatenación de los símbolos que la
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conforman. Asimismo, cuando se trata del desarrollo de teoremas al interior de un sistema
formal y de su aritmetización hemos empleado difrentes estándares de rigor en la escritura de
las fórmulas. En el primer caso, nos hemos permitido a veces ciertas licencias, la eliminación
de ciertos paréntesis o el uso de símbolos mś conocidos, por ejemplo, todo ello para agilizar
la lectura. En cambio, cuando se trata de la aritmetización es necesario que la sintaxis sea
plenamente respetada. Además algunas veces un mismo símbolo puede tener signficados
distintos en el texto pero estrechamente relacionados. Tal es el caso, por ejemplo, de la
operación aritmética que corresponde a la concatenación de expresiones. Aparece tanto en
la aritmetización de las máquinas de Turing como en la de la aritmética. Estrictamente
hablando debimos usar símbolos diferentes porque no usamos la misma correspondencia
entre expresiones y números en los dos casos, pero contamos con que ésto no producirá
ninguna confusión, y en cambio no introducimos más notación engorrosa.

Verba volant scripta manent.

Freiburg -México D.F., junio del 2012.
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VIII

Glosario

Finis coronat opus El fin corona el esfuerzo realizado
Intelligenti pauca Al inteligente, pocas (razones)
Aequam memento rebus in arduis Recuerda conservar la mente serena en
servare mentem los momentos difíciles
Copia ciborum, subtilitas impeditur Las comidas abundantes embotan la inteligencia
De nihilo nihilum De la nada, nada puede salir
De gustibus et coloribus non disputandu Los gustos y los colores nose discuten
Et lux in tenebris Lucet Y laluz brilla en las tinieblas
Experientia doce La experiencia enseña
Homines, dum docent discunt Los hombres aprenden mientras enseñan
Intelligenti pauca Al inteligente, pocas (razones)
Labor omnia vincit El trabajo todo lo vence
Pacta sunt servanda De lo pactado somos esclavos
Post nubila, Phoebus Después de las nubes, sale el sol
Pro Mundi beneficio Para beneficio del mundo
Vanitas vanitatum et omnia vanitas Vanidad de vanidades, todo es vanidad
Verba volant scripta manent Las palabras vuelan, lo escrito permanece
De omni re scibili...et quibusdam aliis Acerca de todo lo que se puede saber...

y de otras cosas más
Dente lupus, cornu taurus petit El lobo ataca con el diente y el toro con el cuerno
Et cognoscetis veritatem et Veritas liberabit Y conoceran la verdad y

la verdad los hará libres
Indocti discant, et ament meminisse periti Apréndanlo los ignorantes,

y recuérdenlo los entendidos
infra después
ab initio desde el inicio
ad libitum a voluntad, al gusto



Las horas canónicas

Maitines antes de amanecer
Laudes al amanecer
Prima a las siete de la mañana
Tercia alas nueve de la mañana
Sexta a mediodía
Nona a las tres de la tarde
Visperas al anochecer
Completas ya entrada la noche

Nahuatl

Amo oui Fácil
kualkan de medianoche hasta mediodia
tiotlak de las doce hasta las siete de la noche
tlayoua de las site hasta las doce de la noche
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El centro y los cuatro rumbos del mundo
Códice Fejérváry-Mayer



A
m«erica, no invoco tu nombre en vano.
Cuando sujeto al corazn la espada, cuando
aguanto en el alma la gotera, cuando por las
ventanas un nuevo da tuyo me penetra, soy y

eĆoy en la luz que me produce, vivo en la sombra que
me determina, duermo y despierto en tu esencial aurora:
dulce como las uvas, y terrible, conductor del azcar y el
caĆigo, empapado en esperma de tu especie, amamantado
en sangre de tu herencia.

P. Neruda

D
er Einzelne hat zwei Augen Die Partei hat tausend

Augen. Die Partei sieht sieben Staaten Der Einzelne

sieht eine Stadt. Der Einzelne hat seine Stunde,

Aber die Partei hat viele Stunden. Der Einzelne

kann verniĚtet werden, Aber die Partei kann niĚt verniĚtet wer-

den. Denn sie iĆ der Vortrupp der MaĄen Und fhrt ihren Kampf

Mit den Methoden der KlaĄiker, welĚe gesĚpft sind Aus der Ken-

ntnis der WirkliĚkeit.

E
s iĆ sĚlimm, in einem Lande zu leben, in dem es

keinen Humor gibt. Aber noĚ sĚlimmer iĆ es, in

einem Lande zu leben, in dem man Humor brauĚt.

U
nglĘliĚ das Land, das Helden ntig hat!

D
as SĚlimmĆe iĆ niĚt: Fehler haben, niĚt einmal

sie niĚt bekmpfen, iĆ sĚlimm. SĚlimm iĆ, sie zu

verĆeĘen.

B. BreĚt

D
en UnterdrĘten von fnf Erdteilen, denen, die siĚ

sĚon befreit haben, und allen, die fr den Weltfrieden

kmpfen, muĄ der HerzsĚlag geĆoĘt haben, als sie

hrten, Stalin iĆ tot. Er war die Verkrperung ihrer

HoĎnung. Aber die geiĆigen und materiellen WaĎen, die er her-

Ćellte, sind da, und da iĆ die Lehre, neue herzuĆellen.

B. BreĚt

D
as Proletariat iĆ diejenige KlaĄe der GesellsĚaft,

welĚe ihren Lebensunterhalt einzig und allein aus dem

Verkauf ihrer Arbeit und niĚt aus dem Profit irgen-

deines Kapitals zieht; deren Wohl und Wehe, deren

Leben und Tod, deren ganze ExiĆenz von der NaĚfrage naĚ Ar-

beit, also von dem WeĚsel der guten und sĚleĚten GesĚftȷeiten,

von den SĚwankungen einer zgellosen Konkurrenz abhngt. Das

Proletariat oder die KlaĄe der Proletarier iĆ, mit einem Worte,

die arbeitende KlaĄe des neunzehnten Jahrhunderts.

D
er Sklave iĆ ein fr allemal verkauft; der Proletarier

mu siĚ tgliĚ und ĆndliĚ selbĆ verkaufen.

D
ie sogenannten SozialiĆen teilen siĚ in drei KlaĄen.

Die erĆe KlaĄe beĆeht aus Anhngern der feudalen

und patriarĚalisĚen GesellsĚaft, welĚe durĚ die groe

InduĆrie, den Welthandel und die durĚ beide gesĚaf-

fene BourgeoisgesellsĚaft verniĚtet worden iĆ und noĚ tgliĚ ver-

niĚtet wird. Diese KlaĄe zieht aus den beln der jeŃigen GesellsĚaft

den SĚlu, da die feudale und patriarĚalisĚe GesellsĚaft wieder-

hergeĆellt werden mĄe, weil sie von diesen beln frei war. Alle

ihre VorsĚlge gehen auf graden oder krummen Wegen diesem Ziele

zu. Diese KlaĄe reaktionrer SozialiĆen wird troŃ ihrer angebliĚen

Teilnahme und heien Trnen fr das Elend des Proletariats dennoĚ

Ćets von den KommuniĆen energisĚ angegriĎen werden.

F. Engels

D
as Proletariat wird seine politisĚe HerrsĚaft dazu be-

nuŃen, der Bourgeoisie naĚ und naĚ alles Kapital zu

entreien, alle ProduktionsinĆrumente in den Hnden des

Staats, d. h. des als herrsĚende KlaĄe organisierten

Proletariats zu zentralisieren und die MaĄe der Produktionskrfte

mgliĚĆ rasĚ zu vermehren.

D
ie KommuniĆen sind keine besondere Partei gegenber

den andern Arbeiterparteien. Sie haben keine von

den IntereĄen des ganzen Proletariats getrennten In-

tereĄen. Sie Ćellen keine sektiererisĚen Prinzipien

auf, wonaĚ sie die proletarisĚe Bewegung modeln wollen.

D
ie KommuniĆen erfinden niĚt die Einwirkung der

GesellsĚaft auf die Erziehung; sie verndern nur ihren



Charakter, sie entreien die Erziehung dem Einflu der

herrsĚenden KlaĄe.

P
ara nosotros el comunismo no es un eĆado que debe im-

plantarse, un ideal al que haya de sujetarse la realidad.

Nosotros llamamos comunismo al movimiento real que

anula y supera el eĆado de cosas actual. Las condi-

ciones de eĆe movimiento se desprenden de las premisas actualmente

exiĆentesĚ el mercado mundial. Por lo tanto, el proletariado slo

puede exiĆir en un plano hiĆoria-mundial, lo mismo que el comu-

nismo, su accin, slo puede llegar a cobrar realidad como exiĆencia

hiĆrico-universal

U
no de los problemas ms difciles para los filsofos, es

descender del mundo del pensamiento al mundo real.

La realidad inmediata del pensamiento es el lenguaje y

como los filsofos han proclamado la independencia del

pensamiento, debieran proclamar tambin el lenguaje como un reino

propio y soberano. En eĆo reside el secreto del lenguaje filoČico,

en el que los pensamientos encierran, como palabras, un contenido

propio. El problema de descender del mundo de los pensamientos al

mundo real se convierte as en el problema de descender del lenguaje

a la vida... Los filsofos no tendran ms que reducir su lenguaje

al lenguaje corriente, del que aqul se abĆrae, para darse cuenta

y reconocer que ni los pensamientos ni el lenguaje forman por s

mismos un reino aparte, sino que son, sencillamente expresiones de

la vida real

K. Marx



The rising of the Moon

Oh then, tell me Seán O’Farrell, tell me why you hurry so?

"Hush a bhuachaill, hush and listen", and his cheeks were all

aglow,

"I bear orders from the captain:- get you ready quick and soon

For the pikes must be together by the rising of the moon"

By the rising of the moon, by the rising of the moon,

For the pikes must be together by the rising of the moon

"And come tell me Seán O’Farrell where the gath’rin is to

be?"

"In the old spot by the river, right well known to you and me.

One more word for signal token:- whistle out the marchin’

tune,

With your pike upon your shoulder, by the rising of the

moon."

By the rising of the moon, by the rising of the moon

With your pike upon your shoulder, by the rising of the moon.

Out from many a mud wall cabin eyes were watching

through the night,

Many a manly chest was throbbing, for the blessed morning

light.

Murmurs ran along the valleys like the banshee’s lonely croon

And a thousand pikes were flashing at the rising of the moon.

At the rising of the moon, at the rising of the moon.

And a thousand pikes were flashing by the rising of the moon.

There beside the singing river that black mass of men was

seen,

High above their shining weapons flew their own beloved

green.

"Death to every foe and traitor! Forward strike the marching

tune."

And hurrah my boys for freedom; ’tis the rising of the moon".

Tis the rising of the moon, tis the rising of the moon

And hurrah my boys for freedom; ’Tis the rising of the moon".

Well they fought for poor old Ireland, and full bitter was

their fate,

Oh what glorious pride and sorrow, fills the name of ninety-

eight!

Yet, thank God, e’en still are beating hearts in manhood

burning noon,

Who would follow in their footsteps, at the risin’ of the

moon

At the rising of the moon, At the rising of the moon

Who would follow in their footsteps, at the risin’ of the

moon.


