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SOBRE NUMEROS FRONTERA Y DOMINIOS DE.CONJUNTOS
NUEVAS INVESTIGACIONES SOBRE LOS FUNDAMENTOS DE
LA TEORIA DE CONJUNTOS

Titulo original: Uber Grenzzahlen und Mengenbereiche
Neue Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre

Von Ernst Zetmelo (Freiburg i. Br)
Math, *ARnNZ5(1930), 261-281.

Este trabajo investiga los “deminios”, consistentes en conjuntos y elementos primitivos, en los que
se satisfacen los axiomas “generales” de la teoria de conjuntos (los “axiomas de Zermelo-Fraenkel” con
un complemento), y también provee que tal “dominio normal” estd determindado, médulos aplicaciones
isomorfas, por dos nlimeros: por la cardinalidad de su “base”, es decir, la totalidad de sus “elementos
primitivos” (que nd son conjuntos propios) y por su “caracteristica”, es decir, el tipo ordinal de las “suce-
siones fundamentales” contenidas en €l o de los ordinales representados en él por conjuntos. Se mostrara
que estos dos™atimeros se pueden elegir en forma arbitraria e independiente uno del otro, en tanto la
“caractefistica” satisfada las propiedades de ser un “nimero frontera”, a saber, ser simultdneamente un
“niMmere nucleo” o/ “ntimero inicial regular” y “valor propio” o “ntimero critico” de cierta “funcién
normal ”. La extengion sin restricciones de la sucesién de niimeros transfinitos permite la representacion
de la teorfa de eonjuntos como una sucesion también ilimitada de “modelos ” distinguibles. Y esta no-
table diferencia entre distintos modelos del sistema axiomético (jno categéricol) nos permite eludir las
“paradojas ultrafinas”, haciendo que los “no conjuntos” de un modelo se representen como “conjuntos”
en el siguiente modelo y en todos los superiores.

Como auxiliares de nuestra investigacién se brindan las “sucesiones fundamentales”, a saber, los
representantes mas simples, presentes en cualquier domino normal, de distintos ntimeros ordinales, y el
“desarrollo” del domino normal, su descomposicion en una sucesion bien ordenada de “capas” separadas,
donde los conjuntos pertenecientes a una capa siempres estan “enraizados” en la capa previa, de tal suerte
que sus elementos estdn en esas capas J sirven como material para las siguientes.
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§1. Los axiomas constituyentes

El sistema axiomatico base de nuestra investigacion es esencialmente el “Zermelo-Fraenkel”, a saber,
el sistema de mis axiomas de 1908! complementado por el “axioma de remplazo” de Fraenkel con la
modificacién de que se elimina mi “axioma de infinito” porque no pertenece a la teoria de conjuntos
“general” y por otro lado se anade el “axioma de fundacién”, con lo que se excluyen conjuntos “circu-
lares” y “no fundados”. Segtn esto llamamos a los siguientes axiomas “sistema ZF complementado” o
brevemente “sistema ZF ”

B) Axioma de determinacion: cada conjunto estd determinado por sus elemento8y en tanto posea
elementos.

A) Axioma de separacion: mediante cada funcién proposicional f(x) se separa de cualquier con-
junto m un subconjunto m; que comprende a todos los elementos x para logique f(x) es verdadera. O:
a cada parte de un conjunto corresponde un conjunto que contiene los elémentos de esa parte.2

P) Axioma de par: si a, b son dos elementos, existe un conjuntoqde’los contiene a ambos.

U) Axioma de potencia: a cada conjunto m corresponde uh eonjunto 4{m, que contiene como
elementos todos los subconjuntos de m, incluyendo al conjunto vacfo y m mismo. En lugar del conjuto
vacio aparece aqui un “elemento primitivo” ug elegido arbitrariamente.

V) Axioma de union: a cada conjunto m correspondé/un conjunto m, que contiene a los ele-
mentos de sus elementos.

E) Axioma de remplazo: si se remplaza el elemiento x de un conjunto m en forma univoca por
un elemento arbitrario x” del domino, éste contiene un conjunto m’ que tiene a todos estos x’ como
elementos.

F) Axioma de fundacion: cada cadéna“{decreciente) de elementos, en la que cada miembro es
elemento del previo, se estaciona en un indice finito en un elemento primitivo. O, lo que es equivalente,
todo subdominio T contiene al menos tin elemento fy que no contiene ningtin elemento f en T.

Este dltimo axioma que ‘excluye “circularidad”, conjuntos “miembros de si mismos”, en general,
conjuntos “sin raices”, se_satisface en todas las aplicaciones hasta ahora de la teoria de conjuntos y no
propicia ninguna restriecién esencial en la teorfa.

No nos conciertte fa “independencia” de los axiomas: en un marco apropiado, se puede derivar A)
de E) o P) de U) yENEl “axioma'de eleccion” no se formula aqui explicitamente, pues tiene otro caracter,
distinto al délresto y no sixve para acotar los dominios. No obstante, estara en la base de toda nuestra
investigacién como un principio légico general, y por este principio se podra suponer bien ordenado
cada conjunto que aparezca en lo sucesivo.

Este sistema axiomatico BAPUVEF, que llamaremos sistema ZF’, sera tomado como punto de par-
tida y denotamos “dominio normal” a un dominio de “conjuntos” y “elementos primitivos”, que satisfacen

'Math. Ann. 65, pags. 261-281.

2La funcién proposicional f(x) puede ser aqui totlamente arbitraria, lo mismo que la funcién remplazo en E), y
todas las consecuencias de restringirla a una clase particular de funciones dejan de tener efecto por el punto de vista
aceptado aqui. En otro lugar consideraré con mas detalle la cuestién de “definicién” [En inglés definiteness, que quiza

pueda traducirse como inequivoco, definido, explicito, definido. N. del T.] en conexién con mi tltimo trabajo en esta
revista (Fund. Math. Vol. XIV, pags. 339-344) y con la critica del Sr. Th. Skolem (mismo lugar Vol. XV pags. 337-341).
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nustro sistema ZF mediante la relacion a € b. “Los dominios” de este tipo, sus “elementos”, sus “subdo-
minios”, su “suma e interseccion” seran tratados exactamente como conjuntos, de los que no se distinguen
en forma sustancial, en las nociones generales de teoria de conjuntos y en los axiomas. Pero siempre los
llamaremos “dominios” y no “conjuntos” para diferenciarlos de los “conjuntos” que son elementos de los
dominios en cuestion.

§2. Las sucesiones fundamentales de un dominio normal y su caracteristica.

Como “sucesion fundamental” denoto un conjunto bien ordenado en el que eada elemento (con
excepcion del primero, que debe ser un “elemento primitivo”), es idéngicoton el conjunto de sus
predecesores.

A partir del elemento primitivo u se generan las sucesiones fundamentales:

go=ugr = {ul,go = {u, {u}}, g2 = (U@}, {u, {u}}},

y se continua segun la regla

Ja+1 = Ja + { Ja } Yy Jg = Z o[ cuando a es un numero limite.
B<&

En general, una sucesion fundamental es un, €onjunto ordenado mediante la €-relacién, que por
F) también debe ser bien ordenado, y se se admplen para él los siguientes teoremas féciles de verificar:

1. Todo elemento contenido en unasucesion fundamental es elemento de las sucesivas y contiene
como elementos las previas.

2. Cada elemento y toda scciémnde una sucesion fundamental son sucesiones fundamentales.

3. De cada sucesion fundarental se origina una nueva si se afiade a sus elementos como elemento
final al conjunto mismo: g’ = g + {g }, donde su tipo ordinal se incrementa exactamente por 1.

4. De cada copjtuito T de sucesiones fundamentales con elemento inicial u idéntico se origina me-
diante uni6p-tina nueva sucesi6n fundamental BT, que contiene los elementos de T como seg-
mentos, Jpexceptuando a él mismo, también como elementos. También aqui el tipo ordinal de la
nueva sucesion fundamental es el sucesor de el de la dada.

5, De dos sucesiones fundamentales distintas con elemento inicial idéntico, una siempre esta con-
tenida emslajotra como elemento y segmento. A saber, aquella con menor tipo ordinal, que lla-
matemos Simplemento “la menor”.

6. Si u es un elemento primitivo y r un conjunto bien ordenado en tipo p en un dominio normal,
este dominio contiene también una sucesién fundamental g, similar con u como elemento inicial
ar.

Supongamos cierto el teorema para los ordinales p < a, también se cumple para p = a. Pues, ya
sea @ = 3+ 1y gp tiene tipo B, en cuyo caso, por 3), g’ tiene tipo S + 1 = a. O « es un ndmero
limite, en tal caso la unién Y, gg de los g, para B < o es una sucesién fundamental por 4) y, de
hecho, de tipo , que cada uno de sus segmentos propios es un gg < Jq.
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7. Latotalidad de las sucesiones fundamentales g, contenidas en un dominio normal P con elemento
inicial comtn u conforman un subdominio G, de P, y los correspondientes nimeros ordinales
a forman un segmento bien definido Z, de la sucesion de nimeros de tipo de orden s, pero
el dominio no contiene un “conjunto” w que contenga como elementos todas estas sucesiones
fundamentales, y menos atin un conjunto bien ordenado de tipo de orden s, sino que 7t es la cota
superior de los niimeros ordinales representados en P por conjuntos. De lo contrario, se originaria
la conocida “paradoja de Burali-Forti”.

El ordinal asi definido st, que aqui se llamara “nimero frontera” o “caracteristica’, de} dominio
normal, no es arbitrario, sino que debe tener “caracter de nimero frontera”,8atisfacer ciertas
condiciones. Estas son las siguientes:

I) Todo nimero frontera tiene “caracter de niimero nicleo”, es decir, es unhimero inicial regular”,
a saber, no es “cofinal” con ninguno menor.!

En efecto, si 7t fuese cofinal en p < 1, el segmento Z,; de la sucesién de nimeros contendria una
subsucesion, de tipo ordinal p consistente en nimeros «, < Jrque no pertenece a ningin segmento
propio Z, < Z,. A cada uno de estos nimeros a,, le corresponderia en P una sucesion fundamental gq,
de mismo tipo ordinal, y también la unién de estas g, setf@por 4) a su vez una sucesién fundamental
Jo del dominio normal, mientras que su tipo ordinal deheta’ser por hipétesis a = lim a,, = 7. Asi, 7T
es un “ndmero niicleo” o un “ntimero inicial regular*.j.de, hecho, como veremos, uno de “segundo tipo”,
un ndmero “exorbitante”. (Hausdorff loc. citus pag.\[31). A saber, si cumpliese 71 = w,4, se tendria
wy < 71,y el dominio contendria una sucesién fundamental g,,, de este tipo asi como el correspondiente
conjunto potencia m = ilg,, de nimero €agdinal m > w,, asi m > w,.1 = 7T, en oposicion a la
definicion de st.

Si se hubiese demostrado la hipétesis de Cantor que el conjunto potencia {m siempre es la siguiente
cardinalidad mayor, de m < 7T se seguirfa 2™ < 71 y todo nimero “exorbitante” st serfa también un
“ntimero frontera” de un domipid\normal.> Dado que, como se sabe, esta pregunta est aun sin resolver,
para caracterizar a los “nimeres’ frontera” requerimos una condiciéon adicional, que aqui se establecera
con ayuda de cierta “fungiop-hormal”.®

Si € es un ordinal ‘sepresentado en dominio normal arbitrario, éste contiene, por U), aparte de la
sucesion fundamentallge, una sueesion fundamental con indice £* = @(€), el nimero inicial de la clase
de nimeros, a la que pertenece,al nimero cardinal ¢+ Esta funcién (&) no es todavia un funcién
normal, pues argumentos-distintos £ pueden corresponder al mismo valor funcional. Pero podemos
lograr tal funcién iterando/@ de la siguiente forma, si hacemos

1DY0) =0, 29%(€ +1) = P(&)" = ¢Y(&), I)Yla) = limP(&),

E<a

'Véase F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, 1. Aufl. Kap. IV §4.

2Véase R. Baer, Zur Axiomatk der Kardinalzahlaritmetik, Math. Zeitschr. 29, pags. 382 y siguiente, y la nota 8
pag. 382.

3Hausdorff, loc. citus, Kap. V, 2 pag. 130. Respecto a la funcién normal particular (&) aqui empleada véase A.
Tarski, Fund. Math. VII, pags. 1-15.

4Parece un error de Zermelo, deberia ser 2 N.del T.
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si & es un niimero limite. Asf, la funcién ¥ esta determinado en forma univoca para argumento arbitrarios
£, y también satisface las condiciones para ser una funcién normal. Porque de a < Bsesiguea+1 < f8
y con esto por recursion transfinita

Pla) < Pla)” = Pla +1) < P(B),

y de 3) se deduce que en general lim ¥(a,) = P(lim a,), por lo que la funcién también es “continua”.
Mediante nuestra funcién (&) se aplica en forma similar y continua no sélo la sucesién de nimeros
completa sobre una parte de la misma, sino que todo segmento Z, de un dominio normal se aplica
en una parte de ¢l mismo. A saber, si @ < 7, entonces P(a) < 11, como se-mueStra por induccion.
Supongamos que Y(&) < 7t para todo € < a, entonces P(€ +1) = P(&)* £ zmpues el dominio normal
contiene junto con cada conjunto m su conjunto potencia {m, asi P(a) < 7&-€uando « es de la primera
clase. Pero si a es un nimero limite, los elementos de la sucesiéon fundamental gy, que de hecho son
sucesiones fundamentales g de tipo menor, corresponden univocanignté a las sucesiones fundamentales
Jue) < Jo; esta tltimas son, segtn E), elementos de un conjunto én)P, y su unién Y gye) es ella misma,
de acuerdo con 4), una sucesién fundamental g, del dominio\normal. Aqui, p = limg_, P(€) = P(a),
por lo que, como se afirmo, P(a) < 7. Si ocurriese 71 < Yar) = lim,., Y(a), existiria o < 7T para el
que Y(a) > 7, en oposion a lo ya demostrado. Con ello s&'origina la segunda condicion:

Il) todo “nimero frontera” o “caracteristica’ de un dominio normal es simultdneamente un “valor
propio” o “ntimero critico” de nuestta fuhcion normal arriba definida P(€).

Estas dos condiciones, que cada“ntiimero frontera” debe satisfacer, son esencialmente independients
entre si, en tanto en I) se postule.exclusivamente el caracter de nimero nicleo. Dado que no se puede ser
nimero nucleo de primera clase, se sigue inmediatamente de la segunda condicién: para dos nimeros
iniciales (transfinitos) sucesivo uno del otro w, y w,1 se cumple w, < w, + 1 < w,41, por lo que

Wyt1 S 0-): S ¢<wv)* = d)(wv + 1) < ll)(wv+1);

y ciertamente w§ ;4 o puede ser un valor propio de la funcién normal. Por otro lado, segtin la hipétesis de
Cantor, para‘cadla nimero “exorbitante”, todo “ntimero nicleo” satisfaria la segunda condicién.! Porque
en este cago.se tendriath(€) = we para cualquier transfinito £ y si € < 71, ocurre we < s, la funcién
normal,w¢ tendria, valgFes propios < sr, y st como limite de estos valores propios seria él mismo un
valor ‘propio 1 =\w5. Aunque por lo pronto debemos considerar que la prtegunta no se decide, en lo
siguiente se puede demostrar que las dos condiciones para “niimeros nticleo” también son suficientes, a
saber, que €ualquier nimero st que satisfaga ambas condiciones aparece, de hecho, como la carcteristica
de un dominio normal.

§3. El desarrollo del dominio normal.

« . ” . « . ” « . g ”
Por “dominio normal” entendemos todo dominio de “conjuntos” y “elementos primitivos” que sa-
tisfaga el sistema de axiomas ZF'. Tal dominio normal puede poseer también subdominios que por si

Véase Baer loc. citus, como en la nota en pag. 198.
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mismos satisfacen los axiomas respecto a la &-relacién entre sus elementos, esto es, son dominios nor-
males. A este respecto se cumple:

Lema. Un subdominio M de un dominio normal P es un dominio normal cuando él 1) junto
con cada uno de sus conjuntos m, contiene los elementos de m, y 2) contiene a cada conjunto m del
dominio normal P, cuyos elementos x estén en M. Si, ademds, M comprende a toda la “base” del
dominio total P, entonces es idéntico con P.

En efecto, en el caso supuesto, se cumplen los axiomas ZF en M, en tanto se satisfagan en P, en
particular U), V) se cumplen por 2). Naturalmente, el “axioma de remplazo” E) se debe enténdeér aqui de
tal forma que los elementos x’, que deben remplazar a los elementos x, deben pertenpecer'al subdominio
M. En el caso especial, donde M incluye a toda la base, el dominio resto R = P.=' M no contiene
ningtin elemento primitivo, y cada uno de sus elementos serfa un conjunto r, cuyos elementos, que por

la hipétesis no todos estan en M, al menos parcialmente deben aparecer en/R,€h oposicién al axioma
F).

En cambio, es posible que un dominio normal con base mas pequena Q" C Q esté contenido en uno
mayor. Uno asi se origina de P mediante restriccién a aquellos conjuntos cuyas cadenas decrecientes de
elementos m 5> my > my > ms - - - terminen exclusivamente,en elementos primitivos de Q’, de acuerdo
con F).

Primer teorema de desarrollo. Cada dominio normal P de caracteristica it se puede descom-
poner en una sucesion bien ordenada en tipo 7t de “estratos” Q, no vacios y ajenos entre si, de tal
suerte que cada estrato Q, contiene a los elementos de P que no han aparecido en estratos previos
y pertenezcan al segmento correspondierte P,, es decir a la suma de los estratos previos. El primer
estrato Qq contiene a todos los eleméntes primitivos.

Los subdominios o “segmentos” P, se definen por recursion transfinita mediante la prescripcion:

1. Py = Qp = Q contignleJd base completa, la totalidad de los elementos primitivos.

2. Pyy1 = P, + Qydebe contener todos los elementos de P “enraizados”, esto es, aquellos cuyos
elementos estdmen P,,.

3. Si a eS\urdntimero limite, entonces P, es la suma o unién de los Pg previos con indice menor
B < a.

Mediante esta prescripcion cada Py, y por tanto también P, = Y _ P, estn totalmente deter-
minados por los previos y satisfacen las hipétesis del teorema, en tanto se puede comprobar que P es
idéntico a P;. Aqui cada capa Qy = Py+1 — P, contiene siempre a las sucesiones fundamentales g,
de mismo indice, como se verifica por induccién. Porque gy = u estd en Qp = P4, y si la afirmacién
se cumple para todos los indices menores 8 < «, entonces los elementos de g, que de hecho son suce-
siones fundamentales gg, pertenecen a las capas previas Qg y por ende en P,, g, mismo sin falta esta
en Py .1, pero no en P, pues de estar, perteneceria a una capa Qpg, que contiene a gg, asi, un elemento
de g4, en oposicion a la construccion. Asi, g, también esta en Q,, y esta capa no es vacia.
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Para emplear el lema previo en el subdominio P, de P, consideramos un conjunto r del dominio
normal, cuyos elementos estan en P,, digamos r, en la capa Qg,. Estos ntimeros ordinales a,, que
no necesariamente son distintos, conforman un conjunto bien ordenado en tipo p < 7, ya que su
cardinalidad no puede ser mayor a la de r. Puesto que 7t no es cofinal en uno menor segtn I), siendo un
“ntimero nticleo”, entonces todos estos a,, tienen una cota superior a < 7, y todos los r,, los elementos
de r, estan contenidos en P, r mismo en P, 4 y por tanto en P,. Por lo tanto, el subdominio contiene
a todos los conjuntos de P “enraizados” en él, asi como todos los elementos de sus elementos, y como
contiene a toda la base, es idéntico al dominio normal en construccion, lo que concluye la demostraciéon
de nuestro teorema.

Llamamos “dominio unitario” a un dominio normal con “ntimero base™\I'»es decir, aquel que se
origina de un sé6lo elemento primitivo, entonces se cumple en su desarrollo elsiguiente teorema:

Segundo teorema de desarrollo. En la construccion de un,dgminio unitario cada segmento P,
tiene cardinalidad (), contiene sélo conjuntos de menor capdindlidad, mientras que la capa corres-
pondiente Q, contiene conjuntos de esta cardinalidad. Toede'ségmento de primer tipo Pg. 1 contiene
como conjuntos todos los subdominios del Pg. 1 previa.inmnediato Pg, cada segmento de segundo tipo
contiene los segmentos previos y sus subdominios. El dominio unitario mismo tiene la cardinalidad
de su caracteristica 7t 3 contiene como conjuntos-de,sus subdominios de menor cardinalidad.

La demostracion se efectda otra vez porinduccion transfinita con la suposicion de que la afirmacion
se cumple para P, para todo indice mefigr3*< a, lo que seguro se cumple para8 = 1, Py = Q, ¥(1) =
1. Sea ahora @ = 8+ 1 de primer titpo y por hipétesis Pg tendria la cardinalidad de ¥(B) < () = 7
y solo contiene conjuntos de menorycardinalidad que ¥(B), a saber, todos los segmentos menores y
sus subconjuntos. Entonces Py, %"Pg 4+ Qp contiene todos los subconjuntos de Pg y sélo esos, pues
cada subconjunto de uno menor también es parte de uno mayor. Asi, P, = Pg,4 tiene cardinalidad

po = 2Y6) = P(B + 1) = Y(a), contiene s6lo conjuntos con cardinalidad < Y(B) < P(a). En cambio,
la capa correspondiefite*Q,, contiene, como conjunto, uno de esa cardinalidad lb(—a) < T, a saber, P,
mismo, que por elaxioma de remplazo debe estar presente en P; pero tampoco contiene uno mayor, ya
que Qy se formo sdlo con subconjuntos de P,. Si a es limite < 71, asi P, = ZB <o Pp es la suma de
los segmentosanenores Pg, que por hipétesis poseen las propiedades de la afirmacién, por lo que P,
contiene-eomo elementds sélo subconjuntos de tales dominios Pg y de hecho, todos esos subconjuntos,

pues cada’subconjuntosde Pg esta contenido en el siguiente segmento Pg..4 como elemento. Todos estos

conjuritos tienen dardinalidad no mayor que ¥(B) < Y(a), y la cardinalidad del segmento P, mismo
esta dada por

pa = lim ps = lim ¥(B) = Ylo) < 7

Para cada a < st tiene entonces la capa Q, también la propiedad requerida, contiene conjuntos de

cardinalidad ¥(a), pero no mayores, a saber P, mismo y sus subconjuntos. Para @ = 7 se obtiene

como cardinalidad de P el valor lim,.,, ¥(a) = (;r) = 7. En consecuencia, a cada subdominio de
menor cardinalidad que 5t corresponde en P una sucesién fundamental equivalente y por E) también un
conjunto que incluye a todos sus elementos. Para dominios unitarios, pero de ninguna manera para do-

. . @ . ” . . z “ ”
minios generales, se cumple el “axioma” de Von Neumann, donde tales subdominios seria “tan grandes”,
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que no pueden aparecer como “conjuntos”, y tiene la misma cardinalidad que la del dominio total.! No
obstante, la teorfa de conjuntos perderia en gran medida su aplicabilidad al restringirnos a “dominios
unitarios”.

Basédndonos en los conocimientos adquiridos podemos modificar el desarrollo de un dominio nor-
mal arbitrario de tal forma que en cada “capa” Q, sélo se incorporan aquellos conjuntos de P cuya

cardinalidad no es mayor que la del caso del dominio unitario, a saber, < (). Al final, a todos los
conjuntos de P les toca su turno, ya que para a < JT siempre ocurre lb(a) < lb(ﬂ) = JT J como
7t = limy., P(a) cada nimero p < 71 es sobrepasado por un valor ¥(a). El desarrollo “cangénico” asi
elaborado tiene la ventaja de que la separacion de cada capa individual Q, es independienté,dél dominio
total y su caracteristica, s6lo se determina por su indice y la “base” del dominio normat, ypor tanto, para
una base dada el desarrollo para distintos nimeros frontera siempre coincide al prineipio.

Tercer teorema de desarrollo (Teorema del desarrollo canénico). Cada’ dominio normal con
base Q admite una descomposicion en una sucesion bien ordenada, queésinicia con Q, de “capas”
separadas Q,, donde a su vez la suma de las previas corresponde @wunsedmento y toda Q,, contiene
como conjuntos a todos aquellos subdominios del segmento corréspondiente P, y que no estdn en el
segmento mismo y tienen cardinalidad no mayor a la de (). Esta tiltima restriccion se elimina en
el caso de “dominios unitarios”, donde los desarrollos “libré%y “candnico” coinciden. En el desarrollo
“candnico” cada uno de tales segmentos P, es en si mismg'dni dominio normal, cuyo indice T satisface
las condiciones I, Il de un “niimero frontera”.

La demostracion es andloga a la del primer ‘teorema de desarrollo. Al igual que ahi, primero se
definen por induccién los segmentos P, y capas Q, mediante la prescripcion:

L. Py=Q=Q.

2. Pyy1 = Py + Q4 contienestodos los conjuntos del dominio normal P, cuyos elementos estén en
P, y cuya cardinalidad €)< ¥(a).

3. Para cada numero(liniite a siempre ocurre P, = ZB <« Pp, la suma de los Pg menores.

Asi quedan uniyécamente determinadas los segmentos P, y las correspondientes capas Q, =
D,y — P, paralcada indice @ <71, y P, es un subdominio de P bien determinado, que es idéntico a P
segun el lema,\porque contfiehe a toda la base, los elementos de sus elementos y todos los conjuntos de
D enraizados en él. La tltima condicion se satisface aqui también, pues cada conjunto r de P enraizado
en P, de cardinalidad\p’ < 1 aparece a méas tardar en la capa Q, yaque p < Y(p).

Ahora, sean T < 7t un nimero de caracter nimero frontera y P, el segmento correspondiente
del desarrollo canénico de P. Entonces él contiene por construccién conjuntos de cardinalidad p <
W < W = T, pues cada uno debe pertenecer a una capa Q, para @ < T. Reciprocamente todo
conjunto r enraizado en P; de cardinalidad < T, pues T es un “nimero frontera”, debe esta enraizado

en un segmento menor P, y pertenecer a uno mayor P,, donde 7 no tiene por que ser magor que

1J. v. Neumann, La axiomatizacién de la teorfa de conjuntos, Math. Zeitschr. Vol. 26 pags. 669-752, 1928. Aqui se
trata del axioma IV. 2, que se explica en la pag. 677, entre otras.
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el tipo ordinal p de r, ya que p < P(p). Asi, P; contiene todos los conjuntos de P enraizados en €l
cuya cardinalidad sea menor que T, en particular aquellos formados por remplazo dentro de P,. Sir
es un conjunto arbitario en P; y bien ordenado segtin p < T, entonces ¥Y(p) < P(T) = T, asi como
2 < 2%} = P(p + 1) < T y junto con r, también Lr son elementos de P.. Finalmente, si r,,
es una sucesion bien ordenada en tipo 0 < T de nimeros cardinales < T, entonces tiene una cota
superior t' < T, pues de lo contrario T serfa cofinal en ¢ y no serfa un niimero ndcleo, y también
Y, t, < 0t < 7T, es decir, también se satisface el axioma V) en segmentos P, de hecho este es un
dominio normal. Con ello se ha demostrado a su vez que las condiciones I, Il en §2 para la caracteristica
de un dominio normal también son suficientes, y que todo niimero ordinal T que eunipla esas condiciones
puede aparecer como “ntimero frontera” de un dominio normal. Por cierto; ahi*se presupone que este
nimero T pertenece a un dominio que satisface los axiomas ZF'.

§4. Isomorfismos y automorfismos de los domginies normales.

Dos dominios normales P, P’ son “isomorfos”, cuando,los elementos de uno se pueden aplicar
en formma inyectiva sobre los elementos x" del otro, de ‘tahsuerte que cada relaciéon primitiva a € b
en uno implica la correspondiente a’ € b’ en el otro y*viceversa. Asi, en dominios isomorfos cada
elemento primitivo u corresponde a un elemento primitivo u’, todo conjunto m se asocia a un conjunto
equivalente m’, cada sucesion fundamental g, cortésponde a una sucesion fundamental g, del mismo
indice, la “base” Q se aplica en una base equivalente Q' y el “ntimero frontera” o la “caracteristica” st se
aplica en si mismo. Que estas dos ultimasieondiciones para isomorfia también son suficientes, lo afirma
el siguiente teorema.

Primer teorema de isomozfia="Dos dominios normales de la misma caracteristica y bases equi-
valentes son isomorfos, de hecho/la aplicacion isomorfismo entre ambos estd totalmente determinada
por su efecto en las bases.

Para probarlo nos.atixiliamos de los “teoremas de desarrollo”, donde podemos basarnos arbitraria-
mente en el “dearrollo ¢anénico” o “libre”. Asi, consideramos que las bases Q y Q" de ambos dominios
normales se aplican inyectivamente ua sobre la otra, de tal suerte que cada elemento primitivo u corres-
ponde a uno determinado u’, y probamos por induccién que cada segmento P, del desarrollo de P se
asocia a um'seégmento isomorfo P/, en el desarrollo del otro, y de hecho en forma univoca para todo
a < 7l /Pos segmentos P, P[’g con indices diferentes no pueden ser, por tanto, isomorfos, pues el
mafjer contiene siemipre sucesiones fundamentales que no corresponden a ninguna en el menor. Ahora
supongamos que Py se aplica isomérficamente sobre P, lo que se presupone para Py = Q, P; = Q.
Entonces ge aplican simultaneamente todos los segmentos menores sobre tales segmentos de P’, y para
estas aplicasiones un determinado elemento x se aplica siempre en el mismo elemento x" de P'. Si r
es un conjunto de A, sus elementos r, estan en P,, y los elementos correspondientes a ellos r;, en P},
son por E) los elementos de un conjunto equivalente r’, ya que por st = 51" el dominio normal P’ sin
duda contiene elementos de esa cardinalidad. Este conjunto r’ debe aparecer en P, 1 aun en el caso del
“desarrollo canénico”, pero no en P;, de lo contrario, por la isomorfia, el conjunto correspondiente r
estarfa en P, yno en Q. Por tanto, a cada elemento r de Q, corresponde univocamente un r’ de Q;,
y reciprocamente, también el segmento Py .1 = Py + Q, se aplica isomérficamente sobre el segmento
D, del otro dominio normal. Sea a un niimero limite, y se supondra que para cada 8 < a el segmento
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Py se aplica isomérficamente sobre el segmento Pg. Ya que aqui cada elemento x de P, pertence a un
Pg, él corresponde, para cada aplicaci6n entre Pg, Pg, a un elemento determinado x” de Py, y cada vez
que ocurre a € b, también se tiene a’ € b’, pues siempre existe un segmento Pg que contiene a ambos
elementos. Por ello P, es isomorfo a P;, para ntimeros limite arbitrarios a < 7, y como P, = P,
D! = P’ como se afirm6, ambos dominios normales son isomorfos.

Segundo teorema de isomorfismo. Para dos dominios normales con bases equivalentes y niimeros
frontera distintos 7t, 7t" , uno siempre es isomorfo a un segmento canénico del otro.

En efecto, si Q ~ Q" y s’ > 7, por el “tercer teorema de desarrollo” pag.<202, el “segmento
cano6nico” P, es un dominio normal, ya que 7t es un nimero frontera, que tiene la misma caracteristica
que P y una base equivalente con él, por lo que segtin el teorema previo es isemeorfo a P.

Tercer teorema de isomorfismo. De dos dominios normales«¢endla misma caracteristica siem-
pre es uno isomorfo a un subdominio (propio o impropio) del otro,

Sean P un dominio normal y Q" C Q una parte de su(base. Consideremos la totalidad de aquellos
elementos de P para los que una cadena decreciente deselémentos m > my > my > ms - - - termina en
un elemento primitivo de Q' segtin el axioma F), asi que'este subdominio P’ de P satisface las condiciones
de nuestro lema en §3. Fl es entonces un dominictnarmal con la misma caracteristica 7, porque contiene
todas las sucesiones fundamentales de P generadds por Q', y es isomorfo a cada dominio normal P”
de la misma caracteristica 7, cuya base Q/'(sea equivalente con QQ'. De la comparabilidad supuesta de
conjuntos arbitrarios Q, Q" se sigue inmediatamente la afirmacion.

La “estructura” de un dominio nermal, es decir, lo que tiene en comin con cualquier dominio
isomorfo, o su “tipo de modelo” se-determina, de acuerdo con lo demostrado, por dos nimeros, mediante
la cardinalidad q de su base y mediante su caracteristica 7t, de los que el primero, el “ancho” del dominio
normal, se puede elegir arbitrariamente, mientras que el otro, su “altura” debe poseer las propiedades de
un “nimero frontera” deScrifas en §2. Estos “tipos de modelo” conforman una variedad doblemente bien
ordenada de tal forthasgtie un tipo de modelo es isomorfo a una componente de otro, 1 < p’, cuando
simultdneamente 4p&/q" y 7t <G, es decir, cuando ambos nimeros de uno son menores o iguales que
los del otro.

Ya que la aplicaciémyisomorfa entre dos dominios normales, cuando existe, esta univocamente de-
terminada por su aplicacion entre las bases segtn el primer teorema de isomorfismo, se sigue que un
isomorfismo de un deminio normal sobre si mismo, esto es, un “automorfismo”, s6lo es posible mediante
una “permutacion” de su base; para “dominios unitarios”, que sélo contiene un sélo elemento, esto es
imposible. Igualmente obtenemos una aplicacién isomorfa de un dominio normal sobre una parte P’
de si mismo a partir de cada aplicacién equivalente de la base Q sobre una de sus partes Q’, cuando la
base misma es infinita. Como vimos en la demostracién del dltimo teorema, cada subbase corresponde
a un subdominio normal P’ de la misma caracteristica Jt, en particular, a cada elemento primitivo u se
asocia un “dominio unitario”, y a subbases equivalentes corresponden subdominios equivalentes que, en
analogia a la teorfa de campos, se llaman “conjugados”. Con esto se obtiene el siguiente:
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Teorema de automorfismo. Automorfismos, es decir, aplicaciones isomorfas de un dominio nor-
mal sobre si mismo corresponden en forma inyectiva a aplicaiones equivalentes de la base en st
misma, por lo que sélo es posible para una nitmero base q > 1; todos los dominios unitarios son
“monomorfos”. El grupo de los automorfismos es isomorfo al grupo de permutaciones asociado a la
base. También los “meromorfismos”, esto es, aplicaciones isomorfas del dominio normal sobre una
parte de si mismo, corresponden en forma inyectiva a aplicaciones de la base (infinita) sobre una
parte equivalente.

§5. Cuestiones de existencia, consistencia y categoricidad,

Hasta ahora, nuestras consideraciones suponen la existencia de “dominios normales” de diversa
naturaleza y, en cualquier caso, se basan en la suposicion de la consistencia de los axiomas de la teoria
de conjuntos. No se intentara aqui demostrar esta consistencia légi¢amente. En cambio, examinaremos
la existencia (matematica, es decir, ideal) de tipos de modelos hasfa‘aliora considerados, bajo la hipétesis
general de la consistencia de la teorfa de conjuntos. Supon¢me$/eritonces la existencia de dominios de
conjuntos que satisfacen los axiomas ZF, para una base atbitraria. Entonces, en cualquier caso, existen
aquellos que satisfacen ademas el “axioma de fundacién” F). Porque si M es un dominio de conjuntos de
la naturaleza supuesta, entonces los elementos de éste dominio que satisfacen F), entre los cuales estén
por supuesto los elementos primitivos, conformai’un subdominio bien definido N de M, que por si
mismo satisface los axiomas de ZF’, por lo que,representa un “dominio normal” con la base dada Q.

Que mediante reduccién de la base se\Oxiginan otra vez dominios normales como subdominios del
primero, lo hemos demostrado en §4 emla*demostracion del “tercer teorema de isomorfismos”. Por el
contrario, no es claro sin mas, si mediante una reduccion o aumento de la caracteristica se logran nuevos
tipos de dominios normales. Porque-cada “ntiimero frontera” deben satisfacer las condiciones I) y II) de
§2 y queda la pregunta de si existen tales niimeros de “caracter de nimero frontera” y cuantos de ellos
existen. Pero w, el nimero iniefal de la segunda clase de niimeros, es ciertamente uno de tales niimeros:
un “valor propio” de la fimcion ¥(£€) y no es cofinal en ninguno menor. De hecho, w es la caracteristica
del menor dominionérmal que se origina de la siguiente forma: del dominio normal dado M eliminamos
aquellos conjunto§ para los cuales alguna “cadena decreciente” m > my 5> my 5 ms--- contiene un
conjunto “infinite?. Este dominio, que s6lo contiene conjuntos finitos, satisface las condiciones de un
dominio nermal y a su vez es el segmento P, correspondiente al indice w del “desarrollo canénico”
del dominio“normal ofiginal. Este domino “finitario”, que incluso los “intuicionistas” poco tienen que
objeétar‘a pesar de sunpropia infinitud, al menos puede servir para comprobar, por su simple existencia,
la consistencia,délos axiomas ZF. En cambio, dado que no contiene conjuntos infinitos, no se puede
considerar comte’un “modelo” real de la teoria de conjuntos de Cantor. De €l nos aleja mi “axioma del
infinito”, que postula la existencia de al menos un conjunto “infinito”. El menor dominio normal que
satisface esta condicion, y que llamo “Cantoriano”, tendria la caracteristica 71y, a saber, el menor valor
propio de la funcién ¥ con caracter de nimero nicleo, en cualquier caso un “ntimero inicial regular del
segundo tipo”, aunque no es necesariamente el menor nimero “exorbitante”, al menos mientras no se
corrobore la hipétesis de Cantor.

Pero, ;existen ademas de w tales nimeros con caracter de nimero frontera? Ciertamente, en tanto
exista un a teoria de conjuntos “infinitaria”, es decir, en tanto exista un dominio normal con conjuntos
infinitos. Porque la totalidad de las “sucesiones fundamentales” en uno de tales dominios tiene uno de
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tales tipos ordinales 71, aun cuando dentro del dominio no pueda aperecer ningtin conjunto de este tipo
st. Si existen “nimeros frontera” 5t > w, entonces existe uno menor entre ellos 714. Por supuesto, no
es posible “demostrar”, es decir derivar de los axiomas ZF su existencia o inexistencia, sencillamente
porque, por ejemplo, el nimero frontera w existe en el dominio “Cantoriano”, pero no en el “finitario”.
En otras palabras se puede responder la pregunta en forma distinta en distintos “modelos” de la teorfa
de conjuntos, esto es, no se decide con tan sélo los axiomas. Asi, nuestro sistema axiomético no es
siquiera categérico, que en este caso, no es una desventaja, sino una ventaja. Porque precisamente en
este hecho se basa el enorme significado e ilimitada aplicabilidad de la teoria de conjuntos. Naturalmente,
anadiendo “axiomas” adicionales siempres se puede forzar artificialmente la categoricidad deséada, pero
a costa de la generalidad. Tales nuevos postulados, como han sido propuestos por Fraehkel!, Finsler?,
Neumann?, entre otros, no conciernen de ningtin modo a la propia teorfa de conjunto8,sino simplemente
caracterizan un modelo muy especial elegido por el autor respectivo. Por lo regular se privilegian los
“dominios unitarios”, cuyo costo es sacrificar la aplicabilidad de la teoria de cenjtntos, como ya se dijo
pag. 202. Mas atn, se acostumbra restringirse al menor dominio infinitagioyal “Cantoriano”, en lo que
menos veo alguna ventaja. Por el contrario, la teorfa de conjuntos cernojuma ciencia se debe primero
desarrollar en toda su generalidad, donde la investigaciéon compatativa'de los modelos individuales se
debe tratar como un problema particular.

Ahora, jen qué difieren los diversos modelos con base ¢emun, en particular los distintos “dominios
unitarios” ? Como vimos, mediante su “caracteristica”, estd jes, mediante la totalidad de los ndmeros
ordinales representados en ellos por conjuntos, o mediante la totalidad de las “sucesiones fundamen-
tales”, que comienzan con el mismo elemento primitive;.contenidas en ellos. Dado que sélo “ntimeros
frontera” pueden servir como “caracteristica”, todo¥'modelo unitario” esta univocamente determinado
por la totalidad de las sucesiones fundamentales con tipo niimero frontera presentes (o no presentes)
en él. Mediante su especificacion, posiblesefidistintos casos a través de postulados adecuados, queda
establecida la “categoricidad” del tipo déwmodelo y simultdneamente junto con la de su caracteristica st
(por el segundo teorea de desarrollo de3) también la de la cardinalidad 7t del dominio unitario core-
spondiente. Siintroducimos la hipétesis general de que cualquier dominio categéricamente determinado
de alguna manera se puede cofisiderar como “conjunto”, es decir que aparece como elemento de un do-
minio normal (elegido adegtiadamente), se deduce que corresponde a todo dominio normal uno mayor
con igual base, a cada dominio unitario un dominio unitario mayor, y por tanto a cada “ndmero frontera”
Jt un ndmero frontéraxmiagor 71’. Igualmente, un dominio de conjuntos categéricamente determinado
se origina por unigu“y fusion a partir de cualquier sucesion infinta de distintos dominios normales con
base comin{donde uno siempre contiene al otro como segmento canénico. Este dominio de conjuntos
categéricamente deteminade-se puede completar a su vez para converstirse en un dominio normal de
mayor caracteristica. A toda totalidad de “niimeros frontera” categéricamente determinada le sigue a su
vez una mayor, y la‘sireesion de “todos” los nimeros frontera tambien es ilimitada como la sucesién de
ndmeros misma, de tal suerte que a cada indice transfinito se asocia en forma uivoca un ntimero frontera
determinado. Que esto sea “demostrable” por los axiomas ZF’ es otra vez imposible, ya que el compor-
tamiento propuesto nos aparta de cualquier dominio normal. Mas bien, se debe postular la existencia de

Fraenkel, Einleitung in die Mengenlehre, 3. Aufl. §18. 5. pag. 355. “Axioma de limitacion”.

2Finsler, Uber die Grundlegung der Mengenlehre. Math. Zeitschr. 25, pags. 683-713. Aqui véase también R. Baer,
Uber ein Vollstandigkeitaxiom in der Mengenlehre. Math. Zeitschr. Vol. 27, pags. 536-539, 1928.

3J. v. Neumann como en pag. 202.
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una sucesion no acotada de nimeros frontera como un nuevo axioma “meta teérico” , donde la pregunta
sobre la consistencia requiere una investigacion mas detallada. Mientras que aqui me debo restringir a
este bosquejo provisional, y referirme a una elaboracion posterior, lo siguiente debe ilustrar lo que debe
considerarse como el resultado esencial de la investigacion presente:

Las “paradojas ultrafinitas de la teoria de conjuntos”, a las que apelan con tanta pasién los reac-
cionarios y anti matemdticos en su lucha contra la teorfa de conjuntos, estas aparentes “contradicciones”
se basan exclusivamente en una confusion entre la teoria de conjuntos misma que no esta categérica-
mente determinada por sus axiomas y la de sus modelos individuales: lo que en-un modelo aparece
como “conjunto ultrafinito o subconjunto o supraconjunto”, es en otro un “conjunte’ totalmente valido
con cardinalidad y tipo ordinal y él mismo sirve de punto de partida para fermar nuevos dominios. A la
sucesion no acotada de los nimeros ordinales Cantorianos corresponde una.sucesion doble igualmente
no acotada de modelos tedrico conjuntistas esencialmente distintos, en,cada uno de los cuales se expresa
la teorfa clasica completa. Las dos formas de pensamiento totalmente’ opuestas, la idea del progreso
creativo y la del resumen conclugente que forman también la base,de las antinomias de KRant, encuen-
tran su representacion y reconcialicién simbdlica en la sucesiéfy dé nimeros transfinitos basada en la
nocion de buen orden, que aunque carece de una complegiénverdadera dado su ilimitado crecimiento,
posee asideros, precisamente los “ntimeros frontera”, qué~separan los modelos inferiores de los superi-
ores. Asi, las “antinomias” de la teoria de conjuntos,también conducen, correctamente interpretadas, a
un desarrollo y enriquecimiento impredecible de lasymatematicas, en lugar de a opresién y mutilacién.

Para finalizar este trabajo quisera expresarmi agradecimiento mas sincero a mi colega Dr. Arnold
Scholz que me apoy6 con valiosos consejas, . amistosas sugerencias durante la escritura y correccion de
esta obra.

Freiburg i. Br. 13 de abril de 1930.
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