LOS TEOREMAS DE STEINITZ EN LA TEORIA DE CAMPOS

LUIS MIGUEL VILLEGAS SILVA

RESUMEN. En este trabajo presentamos la demostracion de dos tepdmnta Steinitz. A saber,

la existencia de la cerradura algebraica de campos y queatimgos de la misma caracteristica y
cardinalidad innumerable son isomorfos. La intencién esgmtar una prueba detallada, en lo que a
teoria de modelos y de conjuntos respecta, de estos resultagortantes.

1. INTRODUCCION

Un resultado bien conocido en teoria de campos afirma quetdpoK tiene una extensio’
que es algebraicamente cerrada. Esto es, cualquier patimom coeficientes e’ tiene sus raices
enK’. La demostracion original debida a E. Steinitz recurre atema de recursion transfinita.
Posteriormente, E. Artin [Ar88] desarrollé6 una demostiackmas algebraica» de este resultado,
para aliviar en la medida de lo posible, la ignorancia catigten de la inmensa mayoria de los
algebristas de aquel entonces. Sin embargo, la demosti@iginal es ciertamente mas elegante y
sencilla. No obstante, la demostracién original debideeinz es poco amigable y no totalmente
formal. Existe una presentacion posterior debida a Van degrilén [Wa66] pero que tampoco
incluye los detalles importantes de teoria de conjuntos.

En este articulo presento los detalles necesarios mermltsrexplicados claramente, en parti-
cular el uso del teorema de recursion. Mas aun, en la pruelzaisiemorfia de dos campos de la
misma caracteristica y cardinalidad se evita el uso dettearde categoricidad de Morley, figura
recurrente en la prueba de este teorema en los textos de éeomodelos. Suponemos conocidos
por el lector diversos resultados puramente algebraicda teoria de campos, pero damos una
referencia para revisar la demostracion en caso de nededidmbién suponemos conocimientos
bésicos sobre aritmética cardinal, teorema de recursiéoryat de modelos. Los resultados aqui
presentados son conocidos.

2. TEORIA DE MODELOS

Trabajeremos en el lenguaje form& = {+,-,0,1}, donde+,- son funciones (operaciones)
binarias y 0,1 simbolos de constante, cuya interpretacida gue es de esperarse.

Definicion 2.1. Sea¢ un_Z-enunciado,
(a)
Mod? (¢) = {2 : A = ¢, es unaZ-estructura.

SeaR una clase deZ-estructuras.

(b) & eselemental o finito axiomatizab# existe unZ-enunciadap tal que® = Mod< (¢).

(c) & esA-elementaki existe un conjunto de&-enunciadosp tal que® = Mod? (®); en este
caso decimos qu& es axiomatizable pob.
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Teorema 2.2.SeaR una clase deZ-estructuras.
(a) R es elemental siy sdlo si, tankcomo su clase complementaria

R* = {2:2 es unaZ-estructura, A ¢ K}

sonA-elementales.
(b) Si® = Mod? (@), entoncesk es elemental si y sélo si existe un subconjunto fitale @
con®k = Mod? (@').

Demostracion(a) (=) Seak elemental, digamos = Mod-(¢). Entoncesk* = Mod-(—¢).

(«<) Sean® y R* clasesA-elementales, digamag = Mod-(®) y R* = Mod-(®*) , donde
@, ®* son conjuntos deZ-enunciados. SK no fuese elemental, existiria, para calaC ® una
Z-estructural con®l = @' pero = ®. Lo ultimo significa que ¢ R, por lo quel € R* y por
consiguientell = @*. En consecuencia@ U @* es finito satisfacible y posee (por el teorema de
compacidad) un model®. Puesto quek NR* = 0, esto no es posible. Por lo tant®,debe ser
elemental.

(b) Seak elemental, digamo® = Mod< (¢). Ya que tambiérk = Mod? (@), se sigue que
® = ¢. Por el teorema de compacidad, sabemos que existe un subtfijito @ C @& con
@’ = ¢. Asi queMod? (@) C Mod? (¢). Dado qued’ C @, se cumpléod? (®) C ModZ ().
En resumenMod? (@) = Mod? (®) = &, como se afirmo. O

Definicion 2.3. Seak un cardinal. Para cada < k seally una.Z-estructura, tal quély C g
siempre quer < 3. Tal sucesion de model@8l, : a < k) se llamauna cadenale Z-estructuras.

ConvertimosA = (J, -« Aa €n unaZ-estructuradl como sigue.

R = (J R®

a<k
A_ | | .
fi=U f

a<K
A A

De la relaciorRly C 24z se deduce facilmente que realmente tenemos definidaAseatructura
sobreJ, -« Aq- Esta estructura se denota con

U 2

a<k

y la llamamos launién de lal,. De la construccion se desprende el siguiente resultado.
Lema 2.4. Paraa < K se cumplel, C UB<KQ[B'
Teorema 2.5.Sea¢ un N,-enunciado deZ, es decir, un enunciado de la forma

¢ ZVX].?"'?XmHyl?"‘ynllj(X].?‘"7Xm7y17"‘7yn)7
dondey es una.Z-formula sin cuantificadores. Siy = ¢ para todaa < k, es cierto que

Ua<k 2o F ¢.

Demostracion.SeanA = (J, .« Aq €l universo de J, 2y, Y a1, ...,am € Aarbitrarios. Entonces
existe unax < K conay,...am € Ag. Puesto quél, = ¢, existenby, ..., b, € Ay con

Ay = Wlay, ..., am by, ... bn].



LOS TEOREMAS DE STEINITZ EN LA TEORIA DE CAMPOS 3

Ya queRly C Up« g Yy W esta libre de cuantificadores, se deduce

U Q[ﬁ ):LIJ[al,n.,am,b]_,...,bn],

B<k

dando paso BJg_« g = 3IY1..-Yn Y(X1,- -, Xm,Y1,---,Yn) [, - -, @m]. Envistade que log, . . .,
am se eligieron arbitrariamente, se sigue

U Q[B ):VX1-~'XmE|Y1'"Ynlll(XL-~-7Xm,Y17-~-7Yn)a

B<k

lo que se queria demostrar. O

Una consecuencia inmediata del teorema 2.5 se expone auacitin.

Corolario 2.6. Si ‘R es axiomatizable mediante una teodyg que consiste eifil,-enunciados,
entoncesk es cerrada respecto a uniones de cadenas, es degitesiun cardinal Y2y : o < K)
es una cadena de modelos®ntambienJ, . 2q pertenece &.

De hecho, también la conversa es ciertak ®s cerrada respecto a uniones de cadeRass
axiomatizable mediante un conjunto que consta sol@genunciados. La demostraciéon se puede
encontrar en [FeVill13, Teorema IV.5.7, pp. 316].

3. EXISTENCIA DE LA CERRADURA ALGEBRAICA

Ahora probaremos la existencia de la cerradura algebraitadd campo. Para ello presentamos
primero la teoria de campos.
La .Z-teoria®camp(la teoria de campos) consiste en los siguientes enunciados

(i) YVoVvi(Vo+ V1 =Vvi+ Vo (conmutatividad de la suma).
(i) Vvovive(Vo+ (V1+V2) = (Vo+ V1) +V2) (ley asociativa de la suma).
(iii) VYvo(vo+0=Vp) (0 es el elemento neutro para la suma).
(iv) Yvp3dvi(vo+ V1 = 0) (existencia de un elemento inverso).
(V) VvoVvi(Vo-v1 = V1 -Vp) (ley conmutativa de la multiplicacion).
(Vi) VvoVviVva(Vo- (v1-V2) = (Vo- V1) - Vo) (ley asociativa de la multiplicacion).
(vii) Yvo(vo-1=Vp) (1 es elemento neutro de la multiplicacion).
(viii) Yvo3vi(—vp=0— vo-Vv1 = 1) (existencia de un inverso multiplicativo).
(iX) VVoVVviVVva(Vo- (V1+V2) = Vo Vi +Vo- Vo) (ley distributiva).
(x) -0=1.
®campaxiomatiza la clase de los modelos de los campos y se llarsai@tde los campos.

Definicion 3.1. Un campaR es algebraicamente cerrado si todo polinop(ix) = ap+aix+ ...+
a,X" con coeficientes ef se factoriza en factores lineales.

Una definicion equivalente es qikees algebraicamente cerrado si cualquier polinomio no con-
stantep(x) con coeficientes efi tiene al menos una raiz &ty por tanto un factor lineal. En efecto,
si esta condicion se satisface y si un polinomio arbitrafig se factoriza en factores irreducibles,
estos solo pueden ser lineales.

Definicion 3.2. Si 8 es un campo,

RX = {ag+aix+axl+...+axX":ag,a,...,a0 € K}
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Teorema 3.3.Seanf un campo, fx) un polinomio monico irreducible irk[x] de grado d, K=
K[X]/(p) Yy B =X+ (p) € K. Se cumplen Is siguientes afirmaciones.

(1) K es un campo y k= {a+ (p) : a € &} es un subcampo de K isomorfofa Asi, si
identificamos a Kcon & mediante a— a+ (p), & es un subcampo de K.

(2) B esunaraizde penK.

(3) Siqx) € R[X y B esraiz de g en K, entoncegyenf[x|.

(4) p es el tnico polinomio monico irreducible x| que tiene g3 como raiz.

(5) El conjunto finito{1, 8, 82,...,89 1} es una base para K como espacio vectorial sohre
por lo que la dimension de K es d.

DemostraciénVéase [Rol5, Proposition A-3.84]. O

Definicion 3.4. Si K es un campo que contienefsacomo subcampoK se conoce como una
extension dek y denotamos una extension mediante

K/f.

Una extensionK /£ es una extension finita, i es un espacio vectorial de dimension finita sobre
R. Ladimension d& se denota com{K : ] y se llama el grado d&/{.

Definicion 3.5. SeaK /R una extension. Un elemento € K es algebraico sobg si existe un
polinomio distinto de cerg(x) € K[X] que tiene ax como raiz; en otro cas@ es trascendente
sobreR. Una extensioiK /8 es algebraica cuando todoc K es algebraico sobre.

Proposicion 3.6.Si K/ 8 es una extension finita, entonces es una extension algabraic
DemostraciénVéase [Ro15, Proposition A-2.86]. O

Definicion 3.7. SiK/Rf es una extensiong € K, el campo
R(a)

es la interseccion de los subcamposkdgue contienen & y a a; &(a) se conoce como el
subcampo d& que se obtiene al adjuntara g, en lugar de llamarlo el subcampo Kegenerado
poriya.

En general, sh es un subconjunto d¢€ (puede ser infinito)R(A) es el subcampo d€ generado
porRy AenK. SiA={z,...,z}, R(A) = R(z,...,zn).

Teorema 3.8.Si K/& es una extensiong € K es algebraico sobre&, existe un Unico polinomio
monico e irreducible {x) € K[x] que tiene ax como raiz. Mas aurg[x]/(p) = K(a). En efecto,
existe un isomorfismo

¢ : R[x|/(p)—RK(a),
donde¢ (x+(p)) =ay ¢(c+(p)) =c para cada & R.
DemostraciénVéase [Ro15, Theorem A-3.87]. O

Teorema 3.9.Sean LC E C K campos tales que E es una extension finita de L y K es una iéxtens
finita de E. Entonces, K es una extension finitade L y

[K:L]=[K:E][E:L]|.
DemostraciénVéase [Rol5, Theorem A-3.88]. O
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Lema 3.10. (1) Suponga que £ K C E son campos tales que/E y K/L son algebraicos,
entonces EL también es algebraico.
(2) Suponga que la cadena

KoCKiC - CKnCKnp1C oo

es creciente y conformada por campos. Si#{ Ky, es algebraico paratodaa N, entonces
K = Unen Kn €s un campo algebraico sobrg K

(3) Sea K= &(A), esto es, K se obtiene dieadjuntando los elementos del conjunto (puede ser
infinito) A. Si cada & A es algebraico sobrg, asi lo es la extension K.

DemostraciénVéase [Rol5, Lemma B-2.38]. O

Lema 3.11. Sea V un espacio vectorial infinito sobre el campo K de dindanfénita. Entonces
V] < [K[+ Do.

DemostraciéonQueV tenga dimension finita significa que tiene una bBse {vi,...,vy} para
algunan € N. Esta base genera\ay los elementos d8 son linealmente independientes. Asi,
cualquier elementac V se puede representar en forma unica como,

z=kqvi +--- +KnVn,
nveces

dondeks, ..., k, € K. En consecuencia, podemos establecer una inyedcidh— K x - x K,

mediantef (z) = (ky,...,kn), Segun se establecio arriba.
nveces

Si K es infinito, sabemos qu€" = K x - x K tiene cardinalidad igual a la dé mismo. SiK es
finito, entoncesK"| = |K|". En cualquier caso, se cumpglé| < |K|+ Op, pues sK es finito,V
también lo es; mientras gel§ies infinito,V tiene su mismo tamafo y el sumaridgno desempefia
ningun papel. W

Recuerde que # es un conjunto infinito, la cardinalidad del conjunto de suipentos finitos
deAes igual a la d& mismo. Esto se expresa como

(A== |A.
Lema 3.12. Si K es un campo de cardinalidad finita o infinita, entonces

KIX| = |K|, cuando K es infinito
" ]1Oo, enotrocaso

Demostracion Por definicionK x| consiste en polinomios en la variablees decir, expresiones de
la formap(x) = ap+a1x+ - - - +a,x", paran € N. Propiamente, el polinomip(x) esta determinado
por lan+ 1-ada(ap, ..., an) € K",
Tenemos dos casos.
Caso I. K es finito.
KD = K"
neN
= Y K= 3 (K[ = K K K KM
neN neN




6 LUIS MIGUEL VILLEGAS SILVA

Note que del lado derecho aparecen potencias finitas de ueradmatural, y estas potencias crecen.
No obstante, para cada potenicodemos encontrar un natukajue la excede, y para cada natural
n existe una potencia que lo excede. Asi que la suma del lado derecho es igpiglan.

Por otro lado, coma < g, tenemos

> n< > Oo=0o-Oo="Mo,
neN neN
mientras queélo = W = Uncey,N = Unen Ny POr lo quellp < 5oy N. Estas dos desigualdades pro-
pician ques .y h = Og. Por consiguiente,
[K[X]| = Do.

Caso II. K es infinito. Cada elementa<c K da lugar a un polinomio constante, el polinomio
p(X) = a, asi que,|K[x]| > |K|. Por otro lado, como vimos antes, cada elementd pi& esta
asociado a una Unicaada(ky, ..., k,) de elementos d&. Por tanto,

KKI< | UK = 5 K" = 3 [K|=Oo- K| = [KI.

neN neN neN

(Recuerde quiK"| = |K| para cualquien € N cuandoK| es infinita.) 0

Ahora podemos enunciar nuestro teorema principal.

Teorema 3.13.Seaf un campo. Entonces existe urerradura algebraiate &, es decir, un campo
£ que contiene & como subcampo, tal que B

(a) R es algebraicamente cerrado, es decir, todo polinomio nestaome enk|[x] tiene una raiz
enRk.

(b) R esalgebraicasobref, es decir, cada elemento diees algebraico sobrg, por tanto, es el
cero de un polinomio no trivial con coeficientes@nSe cumple ademésg| = |&| + Uo.

Antes de presentar la prueba formal es importante enteadeed de la misma, la cual es cier-
tamente simple. De hecho, las pruebas «puramente algaf¥sasolo logran oscurecer innecesari-
amente esta idea.

Tenemos un camp@ y queremos construir un campoque contenga & y que sea algebraica-
mente cerrado. En particular, cualquier polinomio con ceaites enk se puede descomponer
en factores lineales sobke Si £ ya tiene esta caracteristica, hacerdos K. En otro caso, lo
primero que hacemos sera afiadir las raices de todos lodgsopitlinomios con coeficientes en
K. Por supuesto, habra que hacerlo en forma controlada, raseiguque al final obtengamos un
campo. Pero aun cuando tengamos éxito en esto, habremadafiadtos nuevos (el menos las
raices), lo que da lugar a nuevos polinomios, pues tendreoe®s posibles coeficientes. Asi que
habremos de repetir el procedimiento recién descrito unaayvez. Como veremos, esta repeti-
cion no es tan larga como pudiera pensarse y se hace «sol@antidad numerable de veces. El
teorema de recursion hace su aparicion precisamente ggia@ho a uno los polinomios, afiadir
sus raices y generar campos. Si el campo original es nureetalyecursion se lleva a cabo so-
bre w. De serf innumerable, aparecen etapas limite y sucesor, lo que aarigleramente la
construcion.

Demostracion Afirmacion 1. Si £ es un campo Y € £[x] es un polinomio no constante, existe
una extension algebraicz® de £ en la quep tiene una raiz. Se cump|€P| < |£|+ Oo.
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Prueba de 1.Se sigue de los resultados previos, pg8és= £/(p) contiene una raiz de p(x).
Ademas, este campo es isomorfg(a).

Por ultimo, comog(a) es unk-espacio vectorial de dimension finita, se obtiene |qier)| <
IR+ Oo.[v] (1)

Ahora construimos una extensighpara cada camp® mediante cadenas de modelos, en el que
cada polinomio no constante tiene al menos una raiz. En asteysamos recursion transfinita.

Afirmacién 2. Seag un campo. Existe una extensi@hde £ tal que:

(a) todo polinomio no constanfec £[x] tiene unaraiz ef’;
(b) £’ es una extension algebraica gde
(©) 1€ < L]+ 0o.

Prueba de 2.Seark = |£[X]| = |[£]=*|(=|£|+Uo) ¥ (Pa : O < K) una enumeracion de todos
los polinomios no constantes con coeficiente§ eBefinimos una caden&, : a < k) de campos
de la siguiente manera.

20 = 2;
Lar1 = Sga;
£5= J L4, cuandod es limite
a<o

Observe los siguientes hechos. El paso sucgés@ £,1 arroja una extension algebraica sobre
£y £h existe porque, es un polinomio con coeficientes €n= £q C £4.

Cuandad es un ordinal limte, debemos cerciorarnos degles un campo, que es una extension
algebraica deg y que tiene la cardinalidad adecuada. Nuestra hipotesisdiecion es que los
campostg, para3 < 9, cumplen lo requerido. Un ordinal limie> 0 puede tomar exactamente
una de las siguientes formag= 3 + w, dondef es el ordinal lite mas grande menor qué3
puede ser 0), ¢ es limite de ordinales limite.

Caso |. 0 = B + w, dondef es un ordinal menor qué. Sabemos qué&g es una extension
algebraica deo, y |£5| < |£o| + Oo. Obtenemo<s como la union de las extensiones

LC L1 C L3 2C - C L3 T

Dado queLs es union de campos, es un campo, segun el corolario 2.6,elmgaxiomas de la
teoria de campos sdi-enunciados.

Mas aln, de acuerdo al lema 3.10(l}; es una extension algebraicadg, que a su vez es una
extension algebraica d&y. Por lo tanto,£5 es una extension algebraica 8¢ de acuerdo con el
lema 3.10(i).

Caso Il. & es un ordinal limite de ordinales limite. Nuestra hipotegisnduccion asegura que
cualquier camp@y, cony < 0 es algebraico sobigy y tiene el tamafio adecuado. Sabemos que

5= 5
B<d

y sin perder generalidad alguna, podemos suponer que

25 = U £y

y<o
y ordinal limite
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Como antes, inferimos qués es un campo. Dado que cadg es algebraico sobrgg, cada
elemento degy es algebraico sobigy. Sea

A= U A,
y<o
y ordinal limite
dondeA, son los elementos d&,, para cadg < 9, y un ordinal limite.

Se sigue ques = £(A), que es una extension algebraica segun el lema 3.10(iii).

Otra forma de probar esto es mostrar que cualquier elemerttg ds algebraico sobrgy, de la
siguiente manera. Seee £5. Entonces € £, para algun ordinal limitg < &, el menor posible.
Por esta eleccion y la defincicion d, se deduce quee £5., para3 < y un ordinal limite el
mayor posible y algum € N. Por construccion d€g_, e hipotesis de inducciom,es algebraico
sobregy.

En cualquier caspCs| < |£o| + o, puesd < |Lo|+ Lo.

Entonces tenemos una cadena creciente de subcgmposr < k) cada uno de los cuales es
algebraico sobr&€. Sea

£'= ] Lq

a<K
y obtenemos un campo que satisface la afirmacion 2,$/tess como antes, un campo que extiende
a £. Sip(x) es un polinomio ert[x], debe ser igual ¢, para algina < K, por lo que en la
construccion de?’ debié afiadirse una raiz del mismo. También por un razonaosémilar a los
anteriores|'| < |£|+ Uo. [] (2)

Lo que tenemos en este punto es un cammpe tiene raices para cualquier polinomi®) con
coeficientes emR. Pero es claro que si agrandampdebieron aparcer elementos que dan lugar a
coeficientes de nuevos polinomios. Para estos polinomig&reacidos no podemos asegurar que
£’ tenga raices.

Si iteramod1g-veces la construccion de la afirmacion 2 encontramos el caetquerido. Defi-
nimos

ROo=R
Rni1 = ﬁ/n;
EE U ﬁn.
n<w

Como antes, se corrobora gdees un campo, y queé es algebraico sobrg.

El campos es algebraicamente cerrado, pues los coeficientes de momadi arbitrario no con-
stantep € K[x] estan en alglr,, y por construccion tiene un cero 8p,1 = Ky, (y por consiguiente
eng). La cardinalidad dég| se calcula como sigue. Por un lado, en vista de la afirmaci@n 2(

|[Rn| < [8R]+ Do,
de donde concluimos
[8] < Oo- (|8 + Do) = [&]+ Do.
Por otro lado,|&| < |f| puesf C K. Ademaslg < ||, ya que un campo finito no puede ser
algebraicamente cerrado. Por lo tanto,
[®] =8|+ 00
y concluimos la demostracion del teorema. O
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Teorema 3.14.Cualesquier dos cerraduras algebraicas de un camifsmn isomorfas.
DemostraciénVeéase [Rol5, Theorem B-2.44]. N

Por consiguiente, la cerradura algebraica de un campo ea (galvo isomorfismos).
En este punto presentamos otra aplicacion de las cadenasdddos para probar que la clase de
los campos algebraicamente cerrados no es finito axiorbéiza

Definicion 3.15. Si K /K es un campo extensiong/ € K es algebraico sobrg, entonces el Unico
polinomio p(x) € K[x] monico e irreducible que tienecacomo raiz se conoce como el polinomio
minimo dea sobref y se denotarr (a, &) = p(X); su grado es igual K : 8].

Lema 3.16. Para cada n< w existe una extensiép" deQ tal que,
(a) Todo polinomio g Q"[x] de grado< n tiene un cero e@".
(b) Q" no es algebraicamente cerrado.

Demostracion.SeaQ la cerradura algebraica @ Segun el teorema 3.1@,es numerable, asi que
lo enumeramos com@y : k < w). Paran < w construimos una cadeti®' : i < w) de subcampos
de Q@ como se describe a continuacién. &= Q, y supongamos qu@ ya esta definido. Si
existe unk tal queax ¢ Q' que sea la raiz de un polinomio de gradm en Q{'[x], escogemos la
menor de taleky definimosQf, ; = Q'(ax). De no existir tak, hacemog)!, ; = Q!". Establecemos
entonce)" = i, Q. Sip(x) = ngmbjxj es un polinomio de gradg n con coeficientes en
QM existei < w conby,...,bm € Q. Ya queQ es algebraicamente cerrado, existe w, tal que
aj es un cero d@. De la construccion del campo se sigue faciimenteajye € Qi”ﬂ. Asi que
p tiene un cero e". Queda demostrado (a). Para probar (b) necesitamos |Idersigs hechos
algebraicos, que se deducen de los resultados previos.

Si £ = R(a), dondea es algebraico sobue, entonce$L : 8] es el grado del polinomio irreducible
dea (véase [We06, Proposition 2.4.6]). En el ca&oC K2 C K3, ocurre

[R3: R1] = [R3: RoJ[R2: R4

De aqui se sigue que §i= K(ay,...,amn), dondeay,...,am son elementos algebraicos solite
entoncest : ] es divisible por el grado del polinomio irreducible ae pues

[£: 8] =[R(ay,...,am) : R(ay,...,am-1)] - - [R(a1) : R].

Para demostrar (b), supongamos @iees algebraicamente cerrado. Entorigés= Q. Fijemos
un primo racional arbitrarig > n. Seaa un elemento arbitrario d®, cuyo polinomio irreducible
sobreQ tiene graday (por ejemplo, si = 2, puede sep(x) = x4 — 2). Puesto quac Q = Q",
existe un menor < w cona € Q. Ya que parg < w, Q?H se obtiene d@? mediante la adicion
de un cero de un polinomio de gragdon, deducimos qu@?+l : @?] <n<q. Envistade que

[Q": Q] =[Q: Q4] [Q7: Qgl,
se sigue queg no esta entre los factores del lado derecho, por lo que naemlied ir al producto.
Asi, =(q/[Q': Q]). Dado quelQ': Q] < wy a € Q, existen una cantidad finita de elemen-
tosby,...,bm € Q] que son algebraicos sob@® tales queQ' = Q(a, by, ...,bm). Acabamos de

mostrar que en este ca®f’ : Q] es divisible entre el grado del polinomio irreduciblesjies decir
q/[Q": Q]. Esta contradiccion muestra q@& no puede ser algebraicamente cerrado. N

Para nuestro siguiente teorema sobre campos algebraitmaosgrados, necesitamos introducir
la teoria de los campos algebraicamente cerrados. Priraénindos los siguiente&’-términos:
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Definicion 3.17. (a) Sea < w. Definimos por recursion sobre< w el Z-términov;' mediante
W=1yW=vv.
(b) Definimos por recursion sobre< w, n > 1, los.Z-enunciadogl, mediante

Yn=VVo- VaIVni1(—Vpn=0— Z Vi -Vpypq = 0).
i<n+1
(el enunciadap, afirma que todo polinomio de graadiene una raiz).
La.Z-teoria®cac = PeampJ {¢n : 1 < NAN < w} axiomatiza la clase de modelos de los campos
algebraicamente cerrados y se llama la teoria de los cangeisacamente cerrados.

Teorema 3.18.La clase de los campos algebraicamente cerrados no es elainen

Demostracién.Supongamos que la clase de los campos algebraicamentdgoseesafinito axioma-
tizable. Entonces por 2.2 existe un subconjunto fiditale @4, que axiomatiza esta clase. Existe
n < w tal queym € @’ para todan > n. De acuerdo al teorema 3.13" es un modelo d&@’ pero
no es modelo d&:4, o que contradice la suposicién de q@éaxiomatiza la clase de los campos
algebraicamente cerrados. O

Ahora nos ocupa mostrar la validez de otro teorema de teiAitsaber, dados dos campos
innumerables del mismo tamafio y misma carcateristica,sageenente existe un isomorfismo
entre ellos.

4. CATEGORICIDAD

A principios de siglo XX Steinitz [St10] demostro el siguiemesultado. Dos campos alge-
braicamente cerrados de la misma caracteristica y con egwdinalidad (infinita no numerable)
son isomorfos. Este resultado se traduce en teoria de nsogiela afirmacion de que la teoria de
los campos algebraicamente cerrados de caractenisticaro esc-categorica para toda> [1g. A
continuacion presentamos una demostracion directa dessstiéado utilizando métodos de teoria
de modelos. Pero mucha atencién; como se apreciara al fotkmpos también dar una prueba que
no requiere la teoria de modelos.

Definicion 4.1. Una_Z-teoria esk -categorica si tiene un Unico modelo (salvo isomorfismos) de
cardinalidadA.

La teoria que nos concierne es la teoria de los campos ailcginente cerraddbgac. La formu-
lamos en el lenguaje antes mencionado= {+, -, 0,1}. Parap un namero primo, definimos el
Z-enunciado

1<
Conlo que lateoria de los campos algebraicafnente cerradacteristica se axiomatiza como
Teacp = TeacU{Cp}-
y la de los campos algebraicamente cerrados de caracidstio mediante:
Teaco = TeacU{—Cp : p es primg-.

Observe qud ¢, tiene solo modelos infinitos, pues@ies un campo finito cuyo universo es
{ki : 1 < n}, entonces el polinémio-* M;-n(x—k;) no tendria raiz es.

Recuerde que un&’-teoriaT” es completa, si para todg-enunciadap, se cumple que € T
o-¢cT.
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Definicion 4.2. SeaE /K una extension. Un subconjuntbC E es algebraicamente dependiente
sobreK, cuando existe un subconjunto finifoy,...,u,} €U y un polinébmio distinto de cero
f(X1,...,%) € K[Xq,...,Xn] tales quef (uy,...,un) = 0. Un subconjunt® C E es algebraicamente
independiente, cuando no es algebraicamente dependiente.

Un campo extensiol /K es trascendente puro cuanBo= K o E contiene un subconjunto
algebraicamente independie¢al queE = K(B).

Ya que subconjuntos algebraicamente dependientes sosaniereente no vacios, el conjunto
vacio 0 es algebraicamente independiente. El conjuntanim{u} C E es algebraicamente depen-
diente siu es algebraico sobi€; esto esp es raiz de un polinomio no constante sokireSi {u}
es algebraicamente independiente, enton@sstrascendente solite

Recuerde que & es un espacio vectorial¥ = {vi,...,va} CV, X es linealmente dependiente
siy solo si algurny; esta en el subespacio generado por el resto de los elemerXos d siguiente
proposicién establece un resultado analogo para depaaddgebraica.

Proposicion 4.3.Sea E/K una extension. El subconjuntoUE es algebraicamente dependiente
sobre K siy solo si existeavU tal que v es algebraico sobre(Kl — {v}).

DemostracionVéase [Ro15, Proposition B-2.48]. O

Existe un fuerte paralelismo entre dependencia lineal erspacio vectorial y dependencia
algebraica en un campo. El andlogo a una base en un espaitidalexs una base de trascendencia
en un campo; el simil de dimensién es el grado de trasceradenci

SeaE /K un campo extension. si€ E'y SC E, entoncesl es dependiente €8 que se denota
u=< S cuandau es algebraico sobi€S), el subcampo d& generado poKy S

Teorema 4.4.Sean EK una extension, & E y SC E. Se cumplen las siguientes afirmaciones.

(1) Siue S, entonces & S.

(2) Siux S, existe un subconjunto finit6 SS con ux S.

(3) Sean TC E; siu< Sy cada elemento de S es dependiente en T, entonces u eselejgend
enT.

(4) Siuesdependiente en=S\v,s;,...,S} peronoen{sy,...,S}, entonces v es dependiente
en{u,s,...,S} peronoen{ss,...,S}.

DemostraciénVéase [Ro15, Theorem B-2.49]. O

Se puede extender la notacigna espacios vectoriales. 8ies un espacio vectorial sobre un
campoK y SCV, decimos quer € V depende er§, v < S siv es una combinacion lineal de
vectores ers. Asi, un subconjunt&es linealmente dependientessk S— {s} para algurs€ S,

Si E/K es una extension, un subconjui®a E no vacio es algebraicamente independiente siy
sélo sis£ S— {s} paratoda € S Se sigue que todo subconjunto de un conjunto algebraidamen
independiente es él mismo algebraicamente independiente.

Definicion 4.5. Si E/K es una extension, un subconjui8a E genera & (en el sentido de la
relacion de dependencia; no cofundir ¢0(5) = E) six < Spara cadx € E.
Una base d& es un subconjunto algebraicamente independiente queagaBer

Lema 4.6. Sea E/K una extension. Si T E es algebraicamente independiente sobre KoyEzes
trascendente sobre(l ), entonces TJ{z} es algebraicamente independiente.
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DemostraciénVéase [Rol5, Lemma B-2.50]. O

Definicion 4.7. Si E/K es una extension, entonces una base de trascendencia ésonjsaoto de
E algebraicamente independiente sokrmaximo.

Aqui, queH sea algebraicamente independiente s8bneaximo significa quél es algebraica-
mente inependiente sobikey siH C H’ y H’ es algebraicamente independiente sdbrentonces
H=H"

Ahora podemos demostrar la existencia de bases de trasoéagnpleando el teorema de
recursion.

Teorema 4.8.Si E/K es un campo extension, entonces E tiene una base de traswéad De
hecho, todo subconjunto algebraicamente independierpiarts de una base de trascendencia.

Demostracién.SeaB C E un conjunto algebraicamente independiente dado. En dealgaso,
podemos tomaB = 0. Estamos trabajndo en ZFC, por lo que se cumple el axioneéedeion, en
particular el principio del buen orden. Esto es, cualquaejunto,E por ejemplo, es isomorfo a un
ordinal. En consecuencia, podemos enumErarediante ese ordinal. Digamos

E={ey:a<u}

para algun ordingl.
Por recursion e construimos una cadena creciente de subconjuntés de

B=BoCB1CB---CBy C---

cada uno de los cuales es algebraicamente idependientez&mgps, como ya se dijo, c@n= By
y considere el primeg, (aqui el primer, significa el elemento dé con el menor indice posible)
que sea trascendente soBr@y). De no existir ninguno, la recursion termina.

En general, si ya construimds,, buscamos el primeg, que sea trascendente sobreBy) y
formamosBq 11 = Bq U{ey}. Segln el teorema 4.B, 1 es algebraicamente independiente.

Si A es un ordinal limite> 0 y construimo®, para cadar < A, hacemo8) = J,., Ba. Note
qgue al serr un ordinal limite> 0, necesariamente es infinito.

Afirmacion 1. B, es algebraicamente independiente.

Prueba de 1.Todos y cada uno de I&;,, o < A, son algebraicamente independientes. Supong-
amos queB, no lo es. Entonces existec B, que es algebraicamente indepndiente, lo que de
acuerdo con la terminologia arriba descrita, da lugakaB, — {e}. Recurrimos al teorema 4.4(2)
para encontrar un subconjunto finite,,, ..., e, } C By — {e} tal quee< {ey,...,e,}. Antes lla-
mamos la atencion al hecho de quelebe ser infinito; como cadg, 0 < i < n debe aparecer en
B, , que es la union de Id3,, debe existir un ordinaf < A tal que{e,ey,...,e,} C By, pues los
By conforman una cadena-creciente ye también perteneceB, . Pero esto no es posible, pues,
por hipétess de induccion, caBa, a < A, es algebraicamente independiente. Este razonamiento
absurdo, confirma la afirmacion|1.] (1)

Una vez efectuada la recursion sojprehacemos

W= [ J B,
a<n

donden es el primer ordinal donde se «detuvo» la recursioén, es,dieside ya no pudimos encon-
trar un elemente, que fuese trascendente sobre el campo generadperK y losB, construidos
previamente. Nada impide que= u, pero también puede ocurrir qge< U.
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En todo casoW es algebraicamente independiente, lo que se confirma mediaa prueba
como la de la afirmacion 1. Dado que la recursion se detuvdaimgosibilidad de encontrar un
elemento trascendente, es claro Y¢ies un subconjunta-maximo dek.

Afirmacion 2. W es una base de trascendencia fara

Prueba de 2.Ya vimos queN es maximo. Resta constatar gl¥egenera &. Supongamos que
no es el caso. Entonces existe E tal quee £ W. Apelamos otra vez al teorema 4.6 para confirmar
queW U {e} es algebraicamente independiente. Pero esto se oponeciéio establecido, qué&/
es maximo. Por lo tant®/ es una base pai (3) O

Definicion 4.9. Seak una clase de&Z-modelos. UnZ-modelo2l es una estructura primitiva de
‘R, si?l se encaja en toda estruct®ade K.

Que?l se encaje efB significa que existe un monomorfisma A —B.

Como se sabe, los nimeros racionales y los car§pdss decir,Z, parap primo con la suma
y el producto) son subcampo de todo campo de caracteristioaae caracteristiqa respectiva-
mente.

Nuestra intencion es demostrar que dos campos algebraitacerrados de las mismas cardi-
nalidad no numerable y caracteristica, son isomorfos.

Lema 4.10.Sean K un campo y L un subcampo de K a lo sumo numerableZ 8i &s numerable,
el subcampo generado porlA en K es numerable.

Demostracién.Sabemos qué es subcampo di. Al afiadir elementos &, es claro que puede
perder su cualidad de ser subcampo. Esto puede ocurrir gasvazones. A saber, si tomamos
B=LUA,

e Siac A—L, a#0, puede no existir el inverso multiplicativo denB.

e Sia b e B, puede ocurrir qua+b ¢ B.

e Sia b e B, puede ocurrir qua-b ¢ B.

e Siace B, el inverso aditivo da puede no vivir erB.
Por ello debemos generar un campo a partiBdeDe hecho, buscamos el subcampokdgue
contenga @8 y sea el menor posible respecto a ser subcampo y contdheEato se logra, por
recursion transfinita sobie, de la siguiente manera.

Se construye una cadefiacreciente de subconjuntos He empezando coB = By,

B=BoCB; C--ByC---
Como ya se dijo, seBg = B. El siguiente conjutdd;, se define como
B1 =BgU fl[Bo] U fz[Bo X Bo] U f3[Bo X Bo] U f4[Bo],

dondefy(x) consigue el inverso multiplicativo dec K, cuandaox # 0; fa(x,y) = X+, fa3(X,y) =
X-yy f4(x) es el inverso aditivo de. Esto esB; contiene a los inversos aditivos y multiplicativos
de los elementos eBy, asi como las sumas y productos de elementdyd®or supuestd3; no
necesariamente es un campo, pues aparecen alementos y\ne\&sbemos si sus inversos, sumas
y productos estan dy.

En general, si ya construim@, sea

Bn+1 - Bn U f]_[Bn] U fz[Bn X Bn] U f3[Bn X Bn] U f4[Bn],

y tomamosF = [,y Bn. ES facil comprobar quE es un subcampo d€. Por ejemploF es
cerrado respecto a la suma, pues si tomaxnps F, estos deben pertenecer a ald@@ar(la cadena
es creciente), y su suma aparecesgn.
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Afirmaciéon 1. F es el menor subcampo que contierig a

Prueba de 1. Ya vimos queF es subcampo d& y B C F. SeaF’ otro subcampo d& que
contiene éB. Mostraremos quBy, C F’ para todan € N por induccién erw. Por hip6tesifg =
B C F’. supongamos quB, C F’ y verifiquemos quds,.; C F'. Size By, por construccion
ze By C F’ o zaparece como resultado de haber aplicado algunas de lacimpesf,, ..., f; a
elementos d8, C F’. Pero estas operaciones son la de camd,gs campos, asi ques F'.

Se sigue que todos I, estan contenidos &f, por lo que su unién también lo esfa. (1)

Ahora no ocupamos de los tamafdses a lo sumo numerableA es numerable, por lo que
B = LUA es numerable, lo mismo quigex B.

Afirmacion 2. F es numerable.

Prueba de 2. Se verifica que cadB, es numerable por induccion em By es numerable por
hipdtesis. Suponga qug, es numerable. El conjunt,. 1 se obtiene al uniB, que es numerable
con la unién de una cantidad finita de uniendos. Cada uno dg estendos eB, 0 laimagen de
B, 0 de B, x B, respecto a una funcién; esta imagenes son numerables, de derdeduce que
Bn.1 €s numerable. Aqui usamos el hecho conocido de gfie 8&—D es una funcion sobre,
entoncesD| < [C|.

EntoncesF es la unién de una cantidad numerable de conjuntos numsraise lo que es
numerable[] (2) O

Con una prueba analoga se puede demostrar el teorema, peigaene tomar & a lo sumo
numerable, y & numerable, se considetade tamafix 0 < k, lo mismo quéA. Se corrobora que
el subcampd- resultante tiene tamafio k.

Lema 4.11.Sean EK y M/K extensiénes, y B E,B’ C M conjuntos algebraicamente indepen-
dientes sobre K. Suponga que existe una biyeccid@-b=B’. Entonces, b se puede extender a un
isomorfismap : K(B) —K(B').

Demostracion.Sabemos quk (B) es el menor subcampo @iegenerado poK y B. Algo corres-
pondiente ocurre coK y B'. En la prueba del lema 4.10 construimos el cafipgenerado poK
y A. Agui usaremos esa misma construccion pai) y K(B') en términos d& y B o B’ segun
sea el caso.

Pera construik (B) se empieza co@ = BUK, mientras que pard (B’) se comienza co@’ =
KUB'. Sin perder generalidad alguna, suponemosBjaek = 0 = B'NK. En consecuencia,
tenemos una biyeccidn C—C’, que extiende a.

Ahora, en el paso 1 se constugg respectivament€; como la unién d&€ = Cq con la imagen
deCy x Co respecto &1, ..., f4, y o correspondiente paz. Extendemos$ =g al; : C;—Cj de
la siguiente manera. Primero establecemoslgqu€y = lp. Seaz € C; —Cy. Entoncez = f1(X)
0z= fa(x,y), 0z= f3(x,y) 0 z= f4(x), dondex,y € Cp. Hacemos;(z) = Z, dondeZ = f1(I(x))

0 z= fa(l(x),l(y)), 0 z= f3(1(x),1(y)) 0 z= f4(l(X)), segun sea el caso paza En general, si
extendimos al, : C,—C},, la podemos extendet g 1 : Cn+1—>0;]+1 mediante un procedimiento
como el recién descrito.

Es facil corroborar que estas extensiones preservan laacpees de grupo (por induccién en
n, probando que cada extensi@rmpreserva las operaciones de campo), por lo que

lo = | :K(B)—K(B)
neN
es un isomorfismo. 0
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En lo sucesivo, diremos que la extensiorbdeK (B) es la extension natural.

Ahora demostraremos que las teorias de los campos algaierite cerrados de caracterisfica
0 cero sorls-categoricas. A partir de este resultado obtendremos Iplebtad de nuestras teorias
asi como el teorema de Steinitz.

Teorema 4.12.SeanR, 9t campos algebaicamente cerrados de caracteristica p (ctisaenente,
cero) y cardinalidad’];. EntoncesR y 9t son isomorfos.

Demostracién.Seat un campo algebraicamente cerrado ¢8h= ;. Si & es el campo primo
de Ry # es una base de trascendenciaid&’ , entoncess es la cerradura algebraica 86 %).
Observemos que’ es§p, para algin prim@, o esQ. Si |%| = Oy, entonces$R’ (A)| = O, segln
el lema 4.10. Por tantdf| = 0o, lo cual es imposible. Se sigue qu#| = ;.

Si M es otro campo algebraicamente cerrado (B = 004 y car(R) = car(M1), entonces
Ky 9 tienen el mismo campo primo. Sed base de trascendencia #@/K&’. Como vimos
antes,%| = |%'| = 01. Asi que tenemos una biyeccign 4 — %’. Extendemos esta biyeccion
a un isomorfismo de campos

@ k(B) — &(A)
de manera natural. 3
Por la unicidad de las cerraduras algebraigese extiende a un isomorfismo

PR — M.
N

Teorema 4.13.SeanR, 9t campos algebaicamente cerrados de caracteristica p (ctspaenente,
cero) y cardinalidack > [11. EntoncesR y 9t son isomorfos.

DemostraciénLa prueba del teorema 4.12 funciomaitatis mutandpara campos de cardinalidad
K > ;. O

So6lo nos queda comentar qué sucedersi= o. Seana, 3 trascendentes algebraicamente
independientes sobt® = §p 0 Q. Es claro queR’(a) # &' (a,B) y por lo tanto las cerraduras
algebraicas respectivas tienen cardinalidagpero no son isomorfas.

Para completar el articulo describimos la prueba usuakdet¢ima 4.13 en teoria de modelos.

Teorema 4.14(Criterio de Vaught) SeaT' una L-teoria que no tiene modelos finitos. Si existe
K > |L| tal queT esk-categorica, entonceF es completa.

DemostraciénSeak > |L| con T k-categérica. Supongamos qiieno es completa. Entonces
existe unL-enunciadop que no pertenece & y tampoco—¢ pertenece &'. En consecuencia,
Tu{¢}yTuU{—¢} son consistentes; por consiguiente, son satisfaciblesst®yuel’ carece
de modelos finitos, ambos conjuntos tienen modelos infinesteorema de Lowenheim-Skolem
obtenemos un model®s deT U {—¢} y un modelosB deT' U {¢}, ambos de cardinalidaki.
Claramente estas estructuras no son elementalmente legt@sgy mucho menos isomorfas. En
consecuencidl’ no esk- categorica, lo que contradice nuestra hipétesis. ]

Corolario 4.15. La teoria de los campos algebraicamente cerrados de caniagtita p (respecti-
vamente, cero) es completa.
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Demostracién.Ya vimos que esta teoria e -categorica (teorema 4.12), y que carece de modelos
finitos. Del criterio de Vaught se desprende que la teori@mempteta. O

Ahora podemos demostrar el teorema de Steinitz 4.13.

Teorema 4.16(Teorema de Steinitz)Seanf1 y K2 dos campos algebraicamente cerrados de
caracteristica p o cero, de la misma cardinalidad no numé&ab Entoncesi; es isomorfo &i».

Demostracion El resultado es inmediato de los teoremas 4.12 y 4.14 pueBadecéncluimos
que la teoria de los campos algebraicamente cerrados derésticap o cero es completa iy ;-
categorica. El teorema de Morley [CK93, 7.1.14, pp. 494}8[12, Corollary 5.8.2] asegura que
todalL-teoria completa coji| < [0 esk categorica siy solo si €31-categorica, para todo cardinal
Kk > . En consecuencia, los campos dados en el enunciado deldetsan ser isomorfos.[]

Esta ultima prueba es ciertamente elegante y recurre a temtadundamental de la teoria de
modelos; a saber, el Teorema de categoricidad de Morley.
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