
LOS TEOREMAS DE STEINITZ EN LA TEORÍA DE CAMPOS

LUIS MIGUEL VILLEGAS SILVA

RESUMEN. En este trabajo presentamos la demostración de dos teoremas de E. Steinitz. A saber,
la existencia de la cerradura algebraica de campos y que dos campos de la misma característica y
cardinalidad innumerable son isomorfos. La intención es presentar una prueba detallada, en lo que a
teoría de modelos y de conjuntos respecta, de estos resultados importantes.

1. INTRODUCCIÓN

Un resultado bien conocido en teoría de campos afirma que todocampoK tiene una extensiónK′

que es algebraicamente cerrada. Esto es, cualquier polinómio con coeficientes enK′ tiene sus raíces
en K′. La demostración original debida a E. Steinitz recurre al teorema de recursión transfinita.
Posteriormente, E. Artin [Ar88] desarrolló una demostración «más algebraica» de este resultado,
para aliviar en la medida de lo posible, la ignorancia conjuntista de la inmensa mayoría de los
algebristas de aquel entonces. Sin embargo, la demostración original es ciertamente más elegante y
sencilla. No obstante, la demostración original debida a Steinitz es poco amigable y no totalmente
formal. Existe una presentación posterior debida a Van der Waerden [Wa66] pero que tampoco
incluye los detalles importantes de teoría de conjuntos.

En este artículo presento los detalles necesarios mencionados explicados claramente, en parti-
cular el uso del teorema de recursión. Más aun, en la prueba dela isomorfía de dos campos de la
misma característica y cardinalidad se evita el uso del teorema de categoricidad de Morley, figura
recurrente en la prueba de este teorema en los textos de teoría de modelos. Suponemos conocidos
por el lector diversos resultados puramente algebraicos dela teoría de campos, pero damos una
referencia para revisar la demostración en caso de necesidad. También suponemos conocimientos
básicos sobre aritmética cardinal, teorema de recursión y teoría de modelos. Los resultados aquí
presentados son conocidos.

2. TEORÍA DE MODELOS

Trabajeremos en el lenguaje formalL = {+, ·,0,1}, donde+, · son funciones (operaciones)
binarias y 0,1 símbolos de constante, cuya interpretación es la que es de esperarse.

Definición 2.1. Seaϕ unL -enunciado,
(a)

ModL (ϕ) = {A : A |= ϕ,A es unaL -estructura}.

SeaK una clase deL -estructuras.
(b)K eselemental o finito axiomatizablesi existe unL -enunciadoϕ tal queK= ModL (ϕ).
(c)K es∆ -elementalsi existe un conjunto deL -enunciadosΦ tal queK = ModL (Φ); en este

caso decimos queK es axiomatizable porΦ .
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Teorema 2.2.SeaK una clase deL -estructuras.
(a)K es elemental si y sólo si, tantoK como su clase complementaria

K

∗ ≡ {A : A es unaL -estructura,A 6∈K}

son∆ -elementales.
(b) SiK= ModL (Φ), entoncesK es elemental si y sólo si existe un subconjunto finitoΦ ′ deΦ

conK= ModL (Φ ′).

Demostración.(a) (⇒) SeaK elemental, digamosK= ModL(ϕ). EntoncesK∗ = ModL(¬ϕ).
(⇐) SeanK y K∗ clases∆ -elementales, digamosK = ModL(Φ) y K∗ = ModL(Φ∗) , donde

Φ ,Φ∗ son conjuntos deL -enunciados. SiK no fuese elemental, existiría, para cadaΦ ′ ⊆ Φ una
L -estructuraA conA |= Φ ′ peroA 6|= Φ . Lo último significa queA 6∈K, por lo queA ∈ K∗ y por
consiguiente,A |= Φ∗. En consecuencia,Φ ∪Φ∗ es finito satisfacible y posee (por el teorema de
compacidad) un modeloA. Puesto queK∩K∗ = /0, esto no es posible. Por lo tanto,K debe ser
elemental.

(b) SeaK elemental, digamosK = ModL (ϕ). Ya que tambiénK = ModL (Φ), se sigue que
Φ |= ϕ. Por el teorema de compacidad, sabemos que existe un subconjunto finito Φ ′ ⊆ Φ con
Φ ′ |=ϕ. Así queModL (Φ ′)⊆ModL (ϕ). Dado queΦ ′⊆Φ , se cumpleModL (Φ)⊆ModL (Φ ′).
En resumen,ModL (Φ ′) = ModL (Φ) =K, como se afirmó. ❐

Definición 2.3. Seaκ un cardinal. Para cadaα < κ seaAα unaL -estructura, tal queAα ⊆ Aβ
siempre queα < β . Tal sucesión de modelos(Aα : α < κ) se llamauna cadenadeL -estructuras.

ConvertimosA=
⋃

α<κ Aα en unaL -estructuraA como sigue.

RA
i ≡

⋃

α<κ
RAα

i ;

fAj ≡
⋃

α<κ
fAα
j ;

cAk ≡ cAα
k .

De la relaciónAα ⊆ Aβ se deduce fácilmente que realmente tenemos definida unaL -estructura
sobre

⋃

α<κ Aα . Esta estructura se denota con
⋃

α<κ
Aα

y la llamamos launión de lasAα . De la construcción se desprende el siguiente resultado.

Lema 2.4. Paraα < κ se cumpleAα ⊆
⋃

β<κ Aβ .

Teorema 2.5.Seaϕ un Π2-enunciado deL , es decir, un enunciado de la forma

ϕ = ∀x1, . . . ,xm∃y1, . . .ynψ(x1, . . . ,xm,y1, . . . ,yn),

dondeψ es unaL -fórmula sin cuantificadores. SiAα |= ϕ para todaα < κ , es cierto que
⋃

α<κ Aα |= ϕ.

Demostración.SeanA≡
⋃

α<κ Aα el universo de
⋃

α<κ Aα , y a1, . . . ,am∈ A arbitrarios. Entonces
existe unaα < κ cona1, . . .am ∈ Aα . Puesto queAα |= ϕ, existenb1, . . . ,bn ∈ Aα con

Aα |= ψ[a1, . . . ,am,b1, . . .bn].
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Ya queAα ⊆
⋃

β<κ Aβ y ψ está libre de cuantificadores, se deduce
⋃

β<κ
Aβ |= ψ[a1, . . . ,am,b1, . . . ,bn],

dando paso a
⋃

β<κ Aβ |= ∃y1 . . .yn ψ(x1, . . . ,xm,y1, . . . ,yn) [a1, . . ., am]. En vista de que losa1, . . .,
am se eligieron arbitrariamente, se sigue

⋃

β<κ
Aβ |= ∀x1 · · ·xm∃y1 · · ·ynψ(x1, . . . ,xm,y1, . . . ,yn),

lo que se quería demostrar. ❐

Una consecuencia inmediata del teorema 2.5 se expone a continuación.

Corolario 2.6. Si K es axiomatizable mediante una teoríaΦ , que consiste enΠ2-enunciados,
entoncesK es cerrada respecto a uniones de cadenas, es decir, siκ es un cardinal y(Aα : α < κ)
es una cadena de modelos enK, también

⋃

α<κ Aα pertenece aK.

De hecho, también la conversa es cierta, siK es cerrada respecto a uniones de cadenas,K es
axiomatizable mediante un conjunto que consta sólo deΠ2-enunciados. La demostración se puede
encontrar en [FeVill13, Teorema IV.5.7, pp. 316].

3. EXISTENCIA DE LA CERRADURA ALGEBRAICA

Ahora probaremos la existencia de la cerradura algebraica de todo campo. Para ello presentamos
primero la teoría de campos.

La L -teoríaΦCamp(la teoría de campos) consiste en los siguientes enunciados.

(i) ∀v0∀v1(v0+v1 = v1+v0 (conmutatividad de la suma).
(ii) ∀v0v1v2(v0+(v1+v2) = (v0+v1)+v2) (ley asociativa de la suma).

(iii) ∀v0(v0+0= v0) (0 es el elemento neutro para la suma).
(iv) ∀v0∃v1(v0+v1 = 0) (existencia de un elemento inverso).
(v) ∀v0∀v1(v0 ·v1 = v1 ·v0) (ley conmutativa de la multiplicación).

(vi) ∀v0∀v1∀v2(v0 · (v1 ·v2) = (v0 ·v1) ·v2) (ley asociativa de la multiplicación).
(vii) ∀v0(v0 ·1= v0) (1 es elemento neutro de la multiplicación).

(viii) ∀v0∃v1(¬v0 = 0→ v0 ·v1 = 1) (existencia de un inverso multiplicativo).
(ix) ∀v0∀v1∀v2(v0 · (v1+v2) = v0 ·v1+v0 ·v2) (ley distributiva).
(x) ¬0= 1.

Φcampaxiomatiza la clase de los modelos de los campos y se llama la teoría de los campos.

Definición 3.1. Un campoK es algebraicamente cerrado si todo polinomiop(x) = a0+a1x+ . . .+
anxn con coeficientes enK se factoriza en factores lineales.

Una definición equivalente es queK es algebraicamente cerrado si cualquier polinomio no con-
stantep(x) con coeficientes enK tiene al menos una raíz enK y por tanto un factor lineal. En efecto,
si esta condición se satisface y si un polinomio arbitrariop(x) se factoriza en factores irreducibles,
estos sólo pueden ser lineales.

Definición 3.2. Si K es un campo,

K[x] = {a0+a1x+a2x2+ . . .+anxn : a0,a1, . . . ,an ∈ K}.
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Teorema 3.3.SeanK un campo, p(x) un polinomio mónico irreducible inK[x] de grado d, K=
K[x]/(p) y β = x+(p) ∈ K. Se cumplen ls siguientes afirmaciones.

(1) K es un campo y K′ = {a+ (p) : a ∈ K} es un subcampo de K isomorfo aK. Así, si
identificamos a K′ conK mediante a7→ a+(p), K es un subcampo de K.

(2) β es una raíz de p en K.
(3) Si q(x) ∈ K[x] y β es raíz de q en K, entonces p|q enK[x].
(4) p es el único polinomio mónico irreducible enK[x] que tiene aβ como raíz.
(5) El conjunto finito{1,β ,β 2, . . . ,β d−1} es una base para K como espacio vectorial sobreK,

por lo que la dimensión de K es d.

Demostración.Véase [Ro15, Proposition A-3.84]. ❐

Definición 3.4. Si K es un campo que contiene aK como subcampo,K se conoce como una
extensión deK y denotamos una extensión mediante

K/K.

Una extensiónK/K es una extensión finita, siK es un espacio vectorial de dimensión finita sobre
K. La dimensión deK se denota como[K : K] y se llama el grado deK/K.

Definición 3.5. SeaK/K una extensión. Un elementoα ∈ K es algebraico sobeK si existe un
polinomio distinto de cerop(x) ∈ K[x] que tiene aα como raíz; en otro caso,α es trascendente
sobreK. Una extensiónK/K es algebraica cuando todoα ∈ K es algebraico sobreK.

Proposición 3.6.Si K/K es una extensión finita, entonces es una extensión algebraica.

Demostración.Véase [Ro15, Proposition A-2.86]. ❐

Definición 3.7. Si K/K es una extensión yα ∈ K, el campo

K(α)

es la intersección de los subcampos deK que contienen aK y a α; K(α) se conoce como el
subcampo deK que se obtiene al adjuntarα aK, en lugar de llamarlo el subcampo deK generado
porK y α.

En general, siA es un subconjunto deK (puede ser infinito),K(A) es el subcampo deK generado
porK y A enK. Si A= {z1, . . . ,zn}, K(A) = K(z1, . . . ,zn).

Teorema 3.8.Si K/K es una extensión yα ∈ K es algebraico sobreK, existe un único polinomio
mónico e irreducible p(x) ∈ K[x] que tiene aα como raíz. Más aún,K[x]/(p)∼= K(α). En efecto,
existe un isomorfismo

ϕ : K[x]/(p) //K(α),

dondeϕ(x+(p)) = α y ϕ(c+(p)) = c para cada c∈ K.

Demostración.Véase [Ro15, Theorem A-3.87]. ❐

Teorema 3.9.Sean L⊆E ⊆K campos tales que E es una extensión finita de L y K es una extensión
finita de E. Entonces, K es una extensión finita de L y

[K : L] = [K : E][E : L].

Demostración.Véase [Ro15, Theorem A-3.88]. ❐
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Lema 3.10. (1) Suponga que L⊆ K ⊆ E son campos tales que E/K y K/L son algebraicos,
entonces E/L también es algebraico.

(2) Suponga que la cadena

K0 ⊆ K1 ⊆ ·· · ⊆ Kn ⊆ Kn+1 ⊆ ·· ·

es creciente y conformada por campos. Si Kn+1/Kn es algebraico para toda n∈N, entonces
K =

⋃

n∈NKn es un campo algebraico sobre K0.
(3) Sea K= K(A), esto es, K se obtiene deK adjuntando los elementos del conjunto (puede ser

infinito) A. Si cada a∈ A es algebraico sobreK, así lo es la extensión K/K.

Demostración.Véase [Ro15, Lemma B-2.38]. ❐

Lema 3.11. Sea V un espacio vectorial infinito sobre el campo K de dimensión finita. Entonces
|V| ≤ |K|+ℵ0.

Demostración.QueV tenga dimensión finita significa que tiene una baseB = {v1, . . . ,vn} para
algunan ∈ N. Esta base genera aV y los elementos deB son linealmente independientes. Así,
cualquier elementoz∈V se puede representar en forma única como,

z= k1v1+ · · ·+knvn,

dondek1, . . . ,kn ∈ K. En consecuencia, podemos establecer una inyecciónf : V //

n veces
︷ ︸︸ ︷

K ×·×K,
mediantef (z) = (k1, . . . ,kn), según se estableció arriba.

Si K es infinito, sabemos queKn =

n veces
︷ ︸︸ ︷

K ×·×K tiene cardinalidad igual a la deK mismo. SiK es
finito, entonces|Kn| = |K|n. En cualquier caso, se cumple|V| ≤ |K|+ℵ0, pues siK es finito,V
también lo es; mientras qe siK es infinito,V tiene su mismo tamaño y el sumandoℵ0 no desempeña
ningún papel. ❐

Recuerde que siA es un conjunto infinito, la cardinalidad del conjunto de subconjuntos finitos
deA es igual a la deA mismo. Esto se expresa como

|[A]<ω |= |A|.

Lema 3.12.Si K es un campo de cardinalidad finita o infinita, entonces

|K[x]|=

{

|K|, cuando K es infinito

ℵ0, en otro caso

Demostración.Por definición,K[x] consiste en polinomios en la variablex, es decir, expresiones de
la formap(x) = a0+a1x+ · · ·+anxn, paran∈N. Propiamente, el polinomiop(x) está determinado
por lan+1-ada(a0, . . . ,an) ∈ Kn+1.

Tenemos dos casos.
Caso I. K es finito.

|K[x]|=

∣
∣
∣
∣
∣

⋃

n∈N

Kn

∣
∣
∣
∣
∣

= ∑
n∈N

|Kn|= ∑
n∈N

|K|n = |K|0+ |K|1+ |K|2+ · · ·+ |K|m+ · · ·
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Note que del lado derecho aparecen potencias finitas de un número natural, y estas potencias crecen.
No obstante, para cada potencial podemos encontrar un naturalk que la excede, y para cada natural
n existe una potenciam que lo excede. Así que la suma del lado derecho es igual a∑n∈Nn.

Por otro lado, comon< ℵ0, tenemos

∑
n∈N

n≤ ∑
n∈N

ℵ0 = ℵ0 ·ℵ0 = ℵ0,

mientras queℵ0 = ω =
⋃

n∈ω n=
⋃

n∈Nn, por lo queℵ0 ≤ ∑n∈Nn. Estas dos desigualdades pro-
pician que∑n∈Nn= ℵ0. Por consiguiente,

|K[x]|= ℵ0.

Caso II. K es infinito. Cada elementoa ∈ K da lugar a un polinomio constante, el polinomio
p(x) = a, así que,|K[x]| ≥ |K|. Por otro lado, como vimos antes, cada elemento deK[x] está
asociado a una únican-ada(k1, . . . ,kn) de elementos deK. Por tanto,

|K[x]| ≤

∣
∣
∣
∣
∣

⋃

n∈N

Kn

∣
∣
∣
∣
∣
= ∑

n∈N

|Kn|= ∑
n∈N

|K|= ℵ0 · |K|= |K|.

(Recuerde que|Kn|= |K| para cualquiern∈ N cuando|K| es infinita.) ❐

Ahora podemos enunciar nuestro teorema principal.

Teorema 3.13.SeaK un campo. Entonces existe unacerradura algebraicadeK, es decir, un campo
K que contiene aK como subcampo, tal que

(a) K es algebraicamente cerrado, es decir, todo polinomio no constante enK[x] tiene una raíz
enK.

(b)K esalgebraicosobreK, es decir, cada elemento deK es algebraico sobreK, por tanto, es el
cero de un polinomio no trivial con coeficientes enK. Se cumple además|K|= |K|+ℵ0.

Antes de presentar la prueba formal es importante entender la idea de la misma, la cual es cier-
tamente simple. De hecho, las pruebas «puramente algebraicas» sólo logran oscurecer innecesari-
amente esta idea.

Tenemos un campoK y queremos construir un campoK que contenga aK y que sea algebraica-
mente cerrado. En particular, cualquier polinomio con coeficientes enK se puede descomponer
en factores lineales sobreK. Si K ya tiene esta característica, hacemosK = K. En otro caso, lo
primero que hacemos será añadir las raices de todos los posibles polinomios con coeficientes en
K. Por supuesto, habrá que hacerlo en forma controlada, asegurando que al final obtengamos un
campo. Pero aún cuando tengamos éxito en esto, habremos añadido puntos nuevos (el menos las
raíces), lo que da lugar a nuevos polinomios, pues tendremosnuevos posibles coeficientes. Así que
habremos de repetir el procedimiento recién descrito una y otra vez. Como veremos, esta repeti-
ción no es tan larga como pudiera pensarse y se hace «sólo» unacantidad numerable de veces. El
teorema de recursión hace su aparición precisamente para elegir uno a uno los polinomios, añadir
sus raíces y generar campos. Si el campo original es numerable, la recursión se lleva a cabo so-
bre ω. De serK innumerable, aparecen etapas límite y sucesor, lo que complica ligeramente la
construción.

Demostración.Afirmación 1. Si L es un campo yp ∈ L[x] es un polinomio no constante, existe
una extensión algebraicaLp deL en la quep tiene una raíz. Se cumple|Lp| ≤ |L|+ℵ0.
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Prueba de 1.Se sigue de los resultados previos, puesLp = L/(p) contiene una raízα de p(x).
Además, este campo es isomorfo aL(α).

Por último, comoL(α) es unK-espacio vectorial de dimensión finita, se obtiene que|L(α)| ≤
|K|+ℵ0. X (1)

Ahora construimos una extensiónL′ para cada campoL mediante cadenas de modelos, en el que
cada polinomio no constante tiene al menos una raíz. En este paso usamos recursión transfinita.

Afirmación 2. SeaL un campo. Existe una extensiónL′ deL tal que:

(a) todo polinomio no constantep∈ L[x] tiene una raíz enL′;
(b) L′ es una extensión algebraica deL;
(c) |L′| ≤ |L|+ℵ0.

Prueba de 2.Seanκ = |L[x]|= |[L]<ω |(= |L|+ℵ0) y (pα : α < κ) una enumeración de todos
los polinomios no constantes con coeficientes enL. Definimos una cadena(Lα : α < κ) de campos
de la siguiente manera.

L0 ≡ L;

Lα+1 ≡ L
pα
α ;

Lδ ≡
⋃

α<δ
Lα , cuandoδ es límite.

Observe los siguientes hechos. El paso sucesorLα aLα+1 arroja una extensión algebraica sobre
Lα y L

pα
α existe porquepα es un polinomio con coeficientes enL= L0 ⊆ Lα .

Cuandoδ es un ordinal límte, debemos cerciorarnos de queLδ es un campo, que es una extensión
algebraica deL0 y que tiene la cardinalidad adecuada. Nuestra hipótesis de inducción es que los
camposLβ , paraβ < δ , cumplen lo requerido. Un ordinal límiteγ > 0 puede tomar exactamente
una de las siguientes formas:γ = β +ω, dondeβ es el ordinal líte más grande menor queγ (β
puede ser 0), oγ es límite de ordinales límite.

Caso I. δ = β +ω, dondeβ es un ordinal menor queδ . Sabemos queLβ es una extensión
algebraica deL0, y |Lβ | ≤ |L0|+ℵ0. ObtenemosLδ como la unión de las extensiones

Lβ ⊆ Lβ+1 ⊆ Lβ+2 ⊆ ·· · ⊆ Lβn
⊆ ·· ·

Dado queLδ es unión de campos, es un campo, según el corolario 2.6, porque los axiomas de la
teoría de campos sonΠ2-enunciados.

Más aún, de acuerdo al lema 3.10(ii),Lδ es una extensión algebraica deLβ , que a su vez es una
extensión algebraica deL0. Por lo tanto,Lδ es una extensión algebraica deL0 de acuerdo con el
lema 3.10(i).

Caso II. δ es un ordinal límite de ordinales límite. Nuestra hipótesisde inducción asegura que
cualquier campoLγ conγ < δ es algebraico sobreL0 y tiene el tamaño adecuado. Sabemos que

Lδ =
⋃

β<δ
Lβ

y sin perder generalidad alguna, podemos suponer que

Lδ =
⋃

γ<δ
γ ordinal límite

Lγ
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Como antes, inferimos queLδ es un campo. Dado que cadaLγ es algebraico sobreL0, cada
elemento deLγ es algebraico sobreL0. Sea

A=
⋃

γ<δ
γ ordinal límite

Aγ ,

dondeAγ son los elementos deLγ , para cadaγ < δ , γ un ordinal límite.
Se sigue queLδ = L(A), que es una extensión algebraica según el lema 3.10(iii).
Otra forma de probar esto es mostrar que cualquier elemento deLδ es algebraico sobreL0, de la

siguiente manera. Seax∈ Lδ . Entoncesx∈ Lγ para algún ordinal límiteγ < δ , el menor posible.
Por esta elección y la defincición deLγ , se deduce quex ∈ Lβ+n paraβ < γ un ordinal límite el
mayor posible y algúnn∈ N. Por construcción deLβ+n e hipótesis de inducción,x es algebraico
sobreL0.

En cualquier caso|Lδ | ≤ |L0|+ℵ0, puesδ < |L0|+ℵ0.
Entonces tenemos una cadena creciente de subcampos(Lα : α < κ) cada uno de los cuales es

algebraico sobreL. Sea
L′ ≡

⋃

α<κ
Lα

y obtenemos un campo que satisface la afirmación 2, puesL′ es, como antes, un campo que extiende
a L. Si p(x) es un polinomio enL[x], debe ser igual apα para algúnα < κ , por lo que en la
construcción deL′ debió añadirse una raíz del mismo. También por un razonamiento similar a los
anteriores,|L′| ≤ |L|+ℵ0. X (2)

Lo que tenemos en este punto es un campoK′ que tiene raíces para cualquier polinomiop(x) con
coeficientes enK. Pero es claro que si agrandamoK, debieron aparcer elementos que dan lugar a
coeficientes de nuevos polinomios. Para estos polinomios recién nacidos no podemos asegurar que
K′ tenga raíces.

Si iteramosℵ0-veces la construcción de la afirmación 2 encontramos el campo requerido. Defi-
nimos

K0 ≡ K

Kn+1 ≡ K′
n;

K≡
⋃

n<ω
Kn.

Como antes, se corrobora queK es un campo, y queK es algebraico sobreK.
El campoK es algebraicamente cerrado, pues los coeficientes de un polinomio arbitrario no con-

stantep∈K[x] están en algúnKn, y por construcción tiene un cero enKn+1=K′
n (y por consiguiente

enK). La cardinalidad de|K| se calcula como sigue. Por un lado, en vista de la afirmación 2(c)

|Kn| ≤ |K|+ℵ0,

de donde concluimos
|K| ≤ ℵ0 · (|K|+ℵ0) = |K|+ℵ0.

Por otro lado,|K| ≤ |K| puesK ⊆ K. Ademásℵ0 ≤ |K|, ya que un campo finito no puede ser
algebraicamente cerrado. Por lo tanto,

|K|= |K|+ℵ0

y concluimos la demostración del teorema. ❐
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Teorema 3.14.Cualesquier dos cerraduras algebraicas de un campoK son isomorfas.

Demostración.Véase [Ro15, Theorem B-2.44]. ❐

Por consiguiente, la cerradura algebraica de un campo es única (salvo isomorfismos).
En este punto presentamos otra aplicación de las cadenas de modelos para probar que la clase de

los campos algebraicamente cerrados no es finito axiomatizable.

Definición 3.15.Si K/K es un campo extensión yα ∈ K es algebraico sobreK, entonces el único
polinomiop(x) ∈ K[x] mónico e irreducible que tiene aα como raíz se conoce como el polinomio
mínimo deα sobreK y se denotairr (α,K) = p(x); su grado es igual a[K : K].

Lema 3.16.Para cada n< ω existe una extensiónQn deQ tal que,
(a) Todo polinomio p∈Qn[x] de grado≤ n tiene un cero enQn.
(b)Qn no es algebraicamente cerrado.

Demostración.SeaQ la cerradura algebraica deQ. Según el teorema 3.13,Q es numerable, así que
lo enumeramos como(ak : k< ω). Paran< ω construimos una cadena(Qn

i : i < ω) de subcampos
deQ como se describe a continuación. SeaQn

0 ≡ Q, y supongamos queQn
i ya está definido. Si

existe unk tal queak 6∈ Qn
i que sea la raíz de un polinomio de grado≤ n enQn

i [x], escogemos la
menor de talesk y definimosQn

i+1≡Qn
i (ak). De no existir talk, hacemosQn

i+1≡Qn
i . Establecemos

entoncesQn ≡
⋃

i<ω Qn
i . Si p(x) = ∑ j≤mb jx j es un polinomio de grado≤ n con coeficientes en

Qn, existei < ω conb0, . . . ,bm ∈ Qn
i . Ya queQ es algebraicamente cerrado, existej < ω, tal que

a j es un cero dep. De la construcción del campo se sigue fácilmente quea j+1 ∈ Qn
i+ j . Así que

p tiene un cero enQn. Queda demostrado (a). Para probar (b) necesitamos los siguientes hechos
algebraicos, que se deducen de los resultados previos.

SiL=K(a), dondeaes algebraico sobreK, entonces[L :K] es el grado del polinomio irreducible
dea (véase [We06, Proposition 2.4.6]). En el casoK1 ⊆ K2 ⊆ K3, ocurre

[K3 : K1] = [K3 : K2][K2 : K1].

De aquí se sigue que siL = K(a1, . . . ,am), dondea1, . . . ,am son elementos algebraicos sobreK,
entonces[L : K] es divisible por el grado del polinomio irreducible dea1, pues

[L : K] = [K(a1, . . . ,am) : K(a1, . . . ,am−1)] · · · [K(a1) : K].

Para demostrar (b), supongamos queQn es algebraicamente cerrado. EntoncesQn =Q. Fijemos
un primo racional arbitrarioq> n. Seaa un elemento arbitrario deQ, cuyo polinomio irreducible
sobreQ tiene gradoq (por ejemplo, sia = 2, puede serp(x) = xq−2). Puesto quea ∈ Q = Qn,
existe un menori < ω cona∈Qn

i . Ya que paraj < ω, Qn
j+1 se obtiene deQn

j mediante la adición
de un cero de un polinomio de grado≤ n, deducimos que[Qn

j+1 : Qn
j ]≤ n< q. En vista de que

[Qn
i : Q] = [Qn

i : Qn
i−1] · · · [Q

n
1 : Qn

0],

se sigue queq no está entre los factores del lado derecho, por lo que no puede dividir al producto.
Así, ¬(q|[Qn

i : Q]). Dado que[Qn
i : Q] < ω y a ∈ Qn

i , existen una cantidad finita de elemen-
tos b1, . . . ,bm ∈ Qn

1 que son algebraicos sobreQ, tales queQn
i = Q(a,b1, . . . ,bm). Acabamos de

mostrar que en este caso[Qn
i : Q] es divisible entre el grado del polinomio irreducible dea, es decir

q|[Qn
i : Q]. Esta contradicción muestra queQn no puede ser algebraicamente cerrado. ❐

Para nuestro siguiente teorema sobre campos algebraicamente cerrados, necesitamos introducir
la teoría de los campos algebraicamente cerrados. Primero definimos los siguientesL -términos:
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Definición 3.17. (a) Seai < ω. Definimos por recursión sobren< ω el L -términovn
i mediante

v0
i = 1 y vn+1

i = vn
i ·vi.

(b) Definimos por recursión sobren< ω, n≥ 1, losL -enunciadosψn mediante

ψn ≡ ∀v0 · · ·vn∃vn+1(¬vn = 0→ ∑
i<n+1

vi ·v
i
n+1 = 0).

(el enunciadoψn afirma que todo polinomio de gradon tiene una raíz).
La L -teoríaΦcac≡ Φcamp∪{ψn : 1≤ n∧n< ω} axiomatiza la clase de modelos de los campos

algebraicamente cerrados y se llama la teoría de los campos algebraicamente cerrados.

Teorema 3.18.La clase de los campos algebraicamente cerrados no es elemental.

Demostración.Supongamos que la clase de los campos algebraicamente cerrados es finito axioma-
tizable. Entonces por 2.2 existe un subconjunto finitoΦ ′ deΦcac, que axiomatiza esta clase. Existe
n< ω tal queψm 6∈ Φ ′ para todam> n. De acuerdo al teorema 3.13,Qn es un modelo deΦ ′ pero
no es modelo deΦcac, lo que contradice la suposición de queΦ ′ axiomatiza la clase de los campos
algebraicamente cerrados. ❐

Ahora nos ocupa mostrar la validez de otro teorema de Steinitz. A saber, dados dos campos
innumerables del mismo tamaño y misma carcaterística, necesariamente existe un isomorfismo
entre ellos.

4. CATEGORICIDAD

A principios de siglo XX Steinitz [St10] demostró el siguiente resultado. Dos campos alge-
braicamente cerrados de la misma característica y con igualcardinalidad (infinita no numerable)
son isomorfos. Este resultado se traduce en teoría de modelos en la afirmación de que la teoría de
los campos algebraicamente cerrados de característicap o cero esκ-categórica para todaκ >ℵ0. A
continuación presentamos una demostración directa de esteresultado utilizando métodos de teoría
de modelos. Pero mucha atención; como se apreciará al final, podemos también dar una prueba que
no requiere la teoría de modelos.

Definición 4.1. UnaL -teoría esλ -categórica, si tiene un único modelo (salvo isomorfismos) de
cardinalidadλ .

La teoría que nos concierne es la teoría de los campos algebraicamente cerradosTcac. La formu-
lamos en el lenguaje antes mencionadoL = {+, ·, 0,1}. Parap un número primo, definimos el
L -enunciado

Cp ≡ ∑
i<p

1= 0.

Con lo que la teoría de los campos algebraicamente cerrados de característicap se axiomatiza como

Tcac,p ≡ Tcac∪{Cp}.

y la de los campos algebraicamente cerrados de característica cero mediante:

Tcac,0 ≡ Tcac∪{¬Cp : p es primo}.

Observe queTcac tiene sólo modelos infinitos, pues siK es un campo finito cuyo universo es
{ki : i < n}, entonces el polinómio 1+Πi<n(x−ki) no tendría raíz enK.

Recuerde que unaL -teoríaT es completa, si para todoL -enunciadoϕ, se cumple queϕ ∈ T

o ¬ϕ ∈ T .
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Definición 4.2. SeaE/K una extensión. Un subconjuntoU ⊆ E es algebraicamente dependiente
sobreK, cuando existe un subconjunto finito{u1, . . . ,un} ⊆ U y un polinómio distinto de cero
f (x1, . . . ,xn) ∈ K[x1, . . . ,xn] tales quef (u1, . . . ,un) = 0. Un subconjuntoB⊆ E es algebraicamente
independiente, cuando no es algebraicamente dependiente.

Un campo extensiónE/K es trascendente puro cuandoE = K o E contiene un subconjunto
algebraicamente independienteB tal queE = K(B).

Ya que subconjuntos algebraicamente dependientes son necesariamente no vacíos, el conjunto
vacío /0 es algebraicamente independiente. El conjunto unitario{u} ⊆ E es algebraicamente depen-
diente siu es algebraico sobreK; esto es,u es raíz de un polinomio no constante sobreK. Si {u}
es algebraicamente independiente, entoncesu es trascendente sobreK.

Recuerde que siV es un espacio vectorial yX = {v1, . . . ,vn} ⊆V, X es linealmente dependiente
si y sólo si algúnvi está en el subespacio generado por el resto de los elementos deX. La siguiente
proposición establece un resultado análogo para dependencia algebraica.

Proposición 4.3.Sea E/K una extensión. El subconjunto U⊆ E es algebraicamente dependiente
sobre K si y sólo si existe v∈U tal que v es algebraico sobre K(U −{v}).

Demostración.Véase [Ro15, Proposition B-2.48]. ❐

Existe un fuerte paralelismo entre dependencia lineal en unespacio vectorial y dependencia
algebraica en un campo. El análogo a una base en un espacio vectorial es una base de trascendencia
en un campo; el símil de dimensión es el grado de trascendencia.

SeaE/K un campo extensión. Siu∈ E y S⊆ E, entoncesu es dependiente enS, que se denota
u4 S, cuandou es algebraico sobrek(S), el subcampo deE generado porK y S.

Teorema 4.4.Sean E/K una extensión, u∈ E y S⊆ E. Se cumplen las siguientes afirmaciones.

(1) Si u∈ S, entonces u4 S.
(2) Si u4 S, existe un subconjunto finito S′ ⊆ S con u4 S′.
(3) Sean T⊆ E; si u4 S y cada elemento de S es dependiente en T , entonces u es dependiente

en T.
(4) Si u es dependiente en S= {v,s1, . . . ,sn} pero no en{s1, . . . ,sn}, entonces v es dependiente

en{u,s1, . . . ,sn} pero no en{s1, . . . ,sn}.

Demostración.Véase [Ro15, Theorem B-2.49]. ❐

Se puede extender la notación4 a espacios vectoriales. SiV es un espacio vectorial sobre un
campoK y S⊆ V, decimos quev ∈ V depende enS, v 4 S, si v es una combinación lineal de
vectores enS. Así, un subconjuntoSes linealmente dependiente, sis4 S−{s} para algúns∈ S.

Si E/K es una extensión, un subconjuntoS⊆ E no vacío es algebraicamente independiente si y
sólo sis� S−{s} para todas∈ S. Se sigue que todo subconjunto de un conjunto algebraicamente
independiente es él mismo algebraicamente independiente.

Definición 4.5. Si E/K es una extensión, un subconjuntoS⊆ E genera aE (en el sentido de la
relación de dependencia; no cofundir conK(S) = E) si x4 Spara cadax∈ E.

Una base deE es un subconjunto algebraicamente independiente que genera aE.

Lema 4.6. Sea E/K una extensión. Si T⊆ E es algebraicamente independiente sobre K y z∈ E es
trascendente sobre K(T), entonces T∪{z} es algebraicamente independiente.
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Demostración.Véase [Ro15, Lemma B-2.50]. ❐

Definición 4.7. Si E/K es una extensión, entonces una base de trascendencia es un subconjunto de
E algebraicamente independiente sobreK máximo.

Aquí, queH sea algebraicamente independiente sobreK máximo significa queH es algebraica-
mente inependiente sobreK y si H ⊆ H ′ y H ′ es algebraicamente independiente sobreK, entonces
H = H ′.

Ahora podemos demostrar la existencia de bases de trascendencia empleando el teorema de
recursión.

Teorema 4.8.Si E/K es un campo extensión, entonces E tiene una base de trascendencia. De
hecho, todo subconjunto algebraicamente independiente esparte de una base de trascendencia.

Demostración.SeaB ⊆ E un conjunto algebraicamente independiente dado. En cualquier caso,
podemos tomarB= /0. Estamos trabajndo en ZFC, por lo que se cumple el axioma deelección, en
particular el principio del buen orden. Esto es, cualquier conjunto,E por ejemplo, es isomorfo a un
ordinal. En consecuencia, podemos enumerarE mediante ese ordinal. Digamos

E = {eα : α < µ}

para algún ordinalµ.
Por recursión enµ construimos una cadena creciente de subconjuntos deE

B= B0 ⊆ B1 ⊆ B2 · · · ⊆ Bα ⊆ ·· ·

cada uno de los cuales es algebraicamente idependiente. Empezamos, como ya se dijo, conB= B0
y considere el primereα (aquí el primereα significa el elemento deE con el menor índice posible)
que sea trascendente sobreK(B0). De no existir ninguno, la recursión termina.

En general, si ya construimosBα , buscamos el primereγ que sea trascendente sobreK(Bα) y
formamosBα+1 = Bα ∪{eγ}. Según el teorema 4.6,Bα+1 es algebraicamente independiente.

Si λ es un ordinal límite> 0 y construimosBα para cadaα < λ , hacemosBλ =
⋃

α<λ Bα . Note
que al serλ un ordinal límite> 0, necesariamente es infinito.

Afirmación 1. Bλ es algebraicamente independiente.
Prueba de 1.Todos y cada uno de losBα , α < λ , son algebraicamente independientes. Supong-

amos queBλ no lo es. Entonces existee∈ Bλ que es algebraicamente indepndiente, lo que de
acuerdo con la terminología arriba descrita, da lugar ae4 Bλ −{e}. Recurrimos al teorema 4.4(2)
para encontrar un subconjunto finito{eγ1, . . . ,eγn} ⊆ Bλ −{e} tal quee4 {eγ1, . . . ,eγn}. Antes lla-
mamos la atención al hecho de queλ debe ser infinito; como cadaeγi , 0< i ≤ n debe aparecer en
Bλ , que es la unión de losBα , debe existir un ordinalγ < λ tal que{e,eγ1, . . . ,eγn} ⊆ Bγ , pues los
Bα conforman una cadena⊆-creciente ye también pertenece aBλ . Pero esto no es posible, pues,
por hipótess de inducción, cadaBα , α < λ , es algebraicamente independiente. Este razonamiento
absurdo, confirma la afirmación 1.X (1)

Una vez efectuada la recursión sobreµ, hacemos

W =
⋃

α<η
Bα ,

dondeη es el primer ordinal donde se «detuvo» la recursión, es decir, donde ya no pudimos encon-
trar un elementoeγ que fuese trascendente sobre el campo generado enE porK y losBα construidos
previamente. Nada impide queη = µ, pero también puede ocurrir queη < µ.
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En todo caso,W es algebraicamente independiente, lo que se confirma mediante una prueba
como la de la afirmación 1. Dado que la recursión se detuvo antela imposibilidad de encontrar un
elemento trascendente, es claro queW es un subconjunto⊆-máximo deE.

Afirmación 2. W es una base de trascendencia paraE.
Prueba de 2.Ya vimos queW es máximo. Resta constatar queW genera aE. Supongamos que

no es el caso. Entonces existee∈E tal quee�W. Apelamos otra vez al teorema 4.6 para confirmar
queW∪{e} es algebraicamente independiente. Pero esto se opone a lo recién establecido, queW
es máximo. Por lo tanto,W es una base paraE. X (3) ❐

Definición 4.9. SeaK una clase deL -modelos. UnL -modeloA es una estructura primitiva de
K, siA se encaja en toda estructuraB deK.

QueA se encaje enB significa que existe un monomorfismoϕ : A //B.
Como se sabe, los números racionales y los camposFp (es decir,Zp parap primo con la suma

y el producto) son subcampo de todo campo de característica cero o de característicap, respectiva-
mente.

Nuestra intención es demostrar que dos campos algebraicamente cerrados de las mismas cardi-
nalidad no numerable y característica, son isomorfos.

Lema 4.10.Sean K un campo y L un subcampo de K a lo sumo numerable. Si A⊆K es numerable,
el subcampo generado por L∪A en K es numerable.

Demostración.Sabemos queL es subcampo deK. Al añadir elementos aL, es claro que puede
perder su cualidad de ser subcampo. Esto puede ocurrir por varias razones. A saber, si tomamos
B= L∪A,

• Si a∈ A−L, a 6= 0, puede no existir el inverso multiplicativo dea enB.
• Si a,b∈ B, puede ocurrir quea+b 6∈ B.
• Si a,b∈ B, puede ocurrir quea ·b 6∈ B.
• Si a∈ B, el inverso aditivo dea puede no vivir enB.

Por ello debemos generar un campo a partir deB. De hecho, buscamos el subcampo deK que
contenga aB y sea el menor posible respecto a ser subcampo y contener aB. Esto se logra, por
recursión transfinita sobreω, de la siguiente manera.

Se construye una cadena⊆-creciente de subconjuntos deK, empezando conB= B0,

B= B0 ⊆ B1 ⊆ ·· ·Bn ⊆ ·· ·

Como ya se dijo, seaB0 = B. El siguiente conjuto,B1, se define como

B1 = B0∪ f1[B0]∪ f2[B0×B0]∪ f3[B0×B0]∪ f4[B0],

dondef1(x) consigue el inverso multiplicativo dex∈ K, cuandox 6= 0; f2(x,y) = x+y, f3(x,y) =
x·y y f4(x) es el inverso aditivo dex. Esto es,B1 contiene a los inversos aditivos y multiplicativos
de los elementos enB0, así como las sumas y productos de elementos deB0. Por supuesto,B1 no
necesariamente es un campo, pues aparecen alementos nuevosy no sabemos si sus inversos, sumas
y productos están enB1.

En general, si ya construimosBn, sea

Bn+1 = Bn∪ f1[Bn]∪ f2[Bn×Bn]∪ f3[Bn×Bn]∪ f4[Bn],

y tomamosF =
⋃

n∈NBn. Es fácil comprobar queF es un subcampo deK. Por ejemplo,F es
cerrado respecto a la suma, pues si tomamosx,y∈ F, estos deben pertenecer a algúnBn (la cadena
es creciente), y su suma aparece enBn+1.



14 LUIS MIGUEL VILLEGAS SILVA

Afirmación 1. F es el menor subcampo que contiene aB.
Prueba de 1. Ya vimos queF es subcampo deK y B ⊆ F. SeaF ′ otro subcampo deK que

contiene aB. Mostraremos queBn ⊆ F ′ para todan∈ N por inducción enω. Por hipótesisB0 =
B ⊆ F ′. supongamos queBn ⊆ F ′ y verifiquemos queBn+1 ⊆ F ′. Si z∈ Bn+1, por construcción
z∈ Bn ⊆ F ′ o z aparece como resultado de haber aplicado algunas de las operacionesf1, . . . , f4 a
elementos deBn ⊆ F ′. Pero estas operaciones son la de campo, yF ′ es campos, así quez∈ F ′.

Se sigue que todos losBn están contenidos enF ′, por lo que su unión también lo está.X (1)
Ahora no ocupamos de los tamaños.L es a lo sumo numerable yA es numerable, por lo que

B= L∪A es numerable, lo mismo queB×B.
Afirmación 2. F es numerable.
Prueba de 2. Se verifica que cadaBn es numerable por inducción enω. B0 es numerable por

hipótesis. Suponga queBn es numerable. El conjuntoBn+1 se obtiene al unirBn que es numerable
con la unión de una cantidad finita de uniendos. Cada uno de estos uniendos esBn o la imagen de
Bn o deBn×Bn respecto a una función; esta imágenes son numerables, de donde se deduce que
Bn+1 es numerable. Aquí usamos el hecho conocido de que sif : C //D es una función sobre,
entonces|D| ≤ |C|.

Entonces,F es la unión de una cantidad numerable de conjuntos numerables, por lo que es
numerable.X (2) ❐

Con una prueba análoga se puede demostrar el teorema, pero enlugar de tomar aL a lo sumo
numerable, y aA numerable, se consideraL de tamañoκ o≤ κ , lo mismo queA. Se corrobora que
el subcampoF resultante tiene tamaño≤ κ .

Lema 4.11. Sean E/K y M/K extensiónes, y B⊆ E,B′ ⊆ M conjuntos algebraicamente indepen-
dientes sobre K. Suponga que existe una biyección b: B //B′. Entonces, b se puede extender a un
isomorfismoϕ : K(B) //K(B′).

Demostración.Sabemos queK(B) es el menor subcampo deE generado porK y B. Algo corres-
pondiente ocurre conK y B′. En la prueba del lema 4.10 construimos el campoF generado porK
y A. Aquí usaremos esa misma construcción paraK(B) y K(B′) en términos deK y B o B′ según
sea el caso.

Pera construirK(B) se empieza conC = B∪K, mientras que paraK(B′) se comienza conC′ =
K ∪B′. Sin perder generalidad alguna, suponemos queB∩K = /0 = B′ ∩K. En consecuencia,
tenemos una biyecciónl : C //C′, que extiende ab.

Ahora, en el paso 1 se constuyeC1, respectivamenteC′
1 como la unión deC=C0 con la imagen

deC0×C0 respecto af1, . . . , f4, y lo correspondiente paraC′
1. Extendemosl = l0 a l1 : C1 //C′

1 de
la siguiente manera. Primero establecemos quel1 ↾ C0 = l0. Seaz∈C1−C0. Entoncesz= f1(x)
o z= f2(x,y), o z= f3(x,y) o z= f4(x), dondex,y∈C0. Hacemosl1(z) = z′, dondez′ = f1(l(x))
o z= f2(l(x), l(y)), o z= f3(l(x), l(y)) o z= f4(l(x)), según sea el caso paraz. En general, si
extendimosl a ln :Cn //C′

n, la podemos extender aln+1 :Cn+1 //C′
n+1 mediante un procedimiento

como el recién descrito.
Es fácil corroborar que estas extensiones preservan las operaciones de grupo (por inducción en

n, probando que cada extensiónln preserva las operaciones de campo), por lo que

l∞ =
⋃

n∈N

: K(B) //K(B′)

es un isomorfismo. ❐
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En lo sucesivo, diremos que la extensión deb aK(B) es la extensión natural.
Ahora demostraremos que las teorías de los campos algebraicamente cerrados de característicap

o cero sonℵ1-categóricas. A partir de este resultado obtendremos la completud de nuestras teorías
así como el teorema de Steinitz.

Teorema 4.12.SeanK,M campos algebaicamente cerrados de característica p (respectivamente,
cero) y cardinalidadℵ1. EntoncesK yM son isomorfos.

Demostración.SeaK un campo algebraicamente cerrado con|K| = ℵ1. Si K′ es el campo primo
deK y B es una base de trascendencia deK/K′ , entoncesK es la cerradura algebraica deK′(B).
Observemos queK′ esFp para algún primop, o esQ. Si |B|= ℵ0, entonces|K′(B)|= ℵ0, según
el lema 4.10. Por tanto,|K|= ℵ0, lo cual es imposible. Se sigue que|B|= ℵ1.

Si M es otro campo algebraicamente cerrado con|M| = ℵ1 y car(K) = car(M), entonces
K y M tienen el mismo campo primo. SeaB′ base de trascendencia deM/K′. Como vimos
antes,|B|= |B′|= ℵ1. Así que tenemos una biyecciónφ : B −→ B′. Extendemos esta biyección
a un isomorfismo de campos

φ̃ : k(B)−→ K′(B′)

de manera natural.
Por la unicidad de las cerraduras algebraicas,φ̃ se extiende a un isomorfismo

φ̂ : K−→M.

❐

Teorema 4.13.SeanK,M campos algebaicamente cerrados de característica p (respectivamente,
cero) y cardinalidadκ ≥ ℵ1. EntoncesK yM son isomorfos.

Demostración.La prueba del teorema 4.12 funcionamutatis mutandipara campos de cardinalidad
κ > ℵ1. ❐

Sólo nos queda comentar qué sucede si|K| = ℵ0. Seanα,β trascendentes algebraicamente
independientes sobreK′ = Fp o Q. Es claro queK′(α) 6≃ K′(α,β ) y por lo tanto las cerraduras
algebraicas respectivas tienen cardinalidadℵ0, pero no son isomorfas.

Para completar el artículo describimos la prueba usual del teorema 4.13 en teoría de modelos.

Teorema 4.14(Criterio de Vaught). SeaT una L-teoría que no tiene modelos finitos. Si existe
κ ≥ |L| tal queT esκ-categórica, entoncesT es completa.

Demostración.Seaκ ≥ |L| conT κ-categórica. Supongamos queT no es completa. Entonces
existe unL-enunciadoϕ que no pertenece aT y tampoco¬ϕ pertenece aT . En consecuencia,
T ∪{ϕ} y T ∪{¬ϕ} son consistentes; por consiguiente, son satisfacibles. Puesto queT carece
de modelos finitos, ambos conjuntos tienen modelos infinitos. Del teorema de Löwenheim-Skolem
obtenemos un modelosA deT ∪{¬ϕ} y un modelosB deT ∪{ϕ}, ambos de cardinalidadκ .
Claramente estas estructuras no son elementalmente equivalentes y mucho menos isomorfas. En
consecuencia,T no esκ- categórica, lo que contradice nuestra hipótesis. ❐

Corolario 4.15. La teoría de los campos algebraicamente cerrados de característica p (respecti-
vamente, cero) es completa.
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Demostración.Ya vimos que esta teoría esℵ1-categórica (teorema 4.12), y que carece de modelos
finitos. Del criterio de Vaught se desprende que la teoría es completa. ❐

Ahora podemos demostrar el teorema de Steinitz 4.13.

Teorema 4.16(Teorema de Steinitz). SeanK1 y K2 dos campos algebraicamente cerrados de
característica p o cero, de la misma cardinalidad no numerable κ . EntoncesK1 es isomorfo aK2.

Demostración.El resultado es inmediato de los teoremas 4.12 y 4.14 pues de éllos concluimos
que la teoría de los campos algebraicamente cerrados de característicap o cero es completa yℵ1-
categórica. El teorema de Morley [CK93, 7.1.14, pp. 494] o[TrZi12, Corollary 5.8.2] asegura que
todaL-teoría completa con|L| ≤ℵ0 esκ categórica si y sólo si esℵ1-categórica, para todo cardinal
κ ≥ ℵ0. En consecuencia, los campos dados en el enunciado del teoema deben ser isomorfos.❐

Esta última prueba es ciertamente elegante y recurre a un teorema fundamental de la teoría de
modelos; a saber, el Teorema de categoricidad de Morley.
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